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Aerodynamik-Tlagung in 


Göttingen Juni 1933. 


Aus Anlaß des 25 jährigen Bestehens der Aerodynamischen Versuchsanstalt in Göttingen 
fand am 6. und 7%. Juni in Göttingen eine Tagung der Ortsgruppe Göttingen der Gesellschaft 
für angewandte Mathematik und Mechanik 
Prandtlschen Schule eine Reihe wissenschaftlicher Vorträge zehalten. Einige von diesen, 
deren Stoff in den Rahmen der ZAMM paßt, werden im folgenden in kurzen, von den Ver- 
[assern selbst herrührenden Auszügen veröffentlicht. 


statt. Hierbei wurden aus dem Kreise der 


l. Berechnung der Anfachung kleiner Störungen bei der Plattenströmung:'). 


Von H. Schliehting in Göttingen. 


(Aus dem Kaiser Wilhelm-Institut für Strömungesforschung.) 

s soll hier kurz über einen Beitrag zur Theorie der Turbulenzentstehung berichtet werden, 

F der an anderer Stelle ausführlicher veröffentlicht wird’). 
Die theoretische Berechnung der Stabilitätsgrenze (kritische Revnoldssche Zahl) mit 
Hilfe der Methode der kleinen Schwingungen gelang für eine ebene Laminarströmung zuerst 
Herrn W. Tollmien®) in einer Arbeit von 1929, nachdem schon früher L. Prandtl’) und 
0. Tietjens’) unter Berücksichtigung einer kleinen Reibung wohl instabile Schwingungen, 
aber keine Stabilitätsgerenze erhalten hatten. 
strömung nach der Methode der kleinen Schwingungen denkt man sich der vorgegebenen 
(bisher meist ebenen) Laminarströmung kleine Störungen in Form einer in der Haupt- 


strömungsriehtung fortschreitenden Wellenbewegung überlagert (w, y 


ordinaten in der Ebene: .r 


Hauptströmungsriehtung: Laminarströmung U 


Bei der Stabilitätsuntersuchung einer Laminar- 


reehtwinkliee Ko- 
I(y)). Die 


Störungsbewegung denkt man sieh nach Fourier in Partialschwingungen zerleet,. so daß 
man für die Stromfunktion einer solehen Partialschwingung hat: 


y' (, Y, f) =( (+) ei (ÜxX 


Dabei ist « immer reell und bedeutet die räumliche Kreisfrequenz |7 


der Störung, während der Realteil P, die zeitliche Kreisfrequenz IT 


ply) ler PArtiddtl, 


Wellenlänge) 
7 
») 
Schwingungszeit 
Pi 


!) Vorgetragen im Mechanik-Kolloquium zu Göttingen am 15. 2. 1933. 


®) Nachr. d. Ges. d. Wiss. zu Göttingen, Math.-Phys 


Klasse 1933. S. 181. 


3) W. Tolimien: Nachr. d. Ges. d. Wiss. zu Göttingen, Math.-Phys. Klasse 1929, 8. 21. 


4) L,. Prandtl: Ztsehr. f. angew. Math. u. Meeh. 
Diss. Göttingen 1922, bzw. Ztsehr. f. 


5,0. Tietjens: 





1. 481, 1921. 


angew. Math u. Mech. Bd. 5, S. 200, 1925, 











n ce E RR ® = Ztscehr. f. angew. 
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und der Imaginärteil 5; die Anfachung bzw. Dämpfung der betreffenden Störung gibt, je 
nachdem ob positiv oder negativ. Für die Störungsamplitude 9 erhält man aus den Navier- 
Stokesschen Bewegungsgleichungen eine lineare Differentialgleichung 4. Ordnung, die 
Störungstdifferentialgleichung. 

Die Ermittlung der Anfachung erweist sich als ein Eigenwertproblem dieser Störungs- 
differentialgleiehung derart, daß sich zu jedem Wertepaar a, R (R=Revnoldssche Zahl) 
ein Wert von 5 ergibt, dessen Imaginärteil über die Anfachung oder Dämpfung der be- 
treffenden Störung (a) bei dem betreffenden Strömungszustand (#) entscheidet. Tollmien 
hat für das Beispiel der Strömung längs einer ebenen Platte dieses Eigenwertproblem mit 
Näherungsmethoden gelöst für den Spezialfall 5; =0. Dadurch erhält man diejenigen Störungen, 
die zerade an der Grenze zwischen Stabilität und Labilität liegen; diese bilden in der a, 
R-Ebene eine Kurve (Indifferenzkurve), welche die stabilen Störungen trennt von den in- 
stabilen. Es zeigt sich, daß die Wellenlängen der instabilen Störungen etwa von der Größen- 
ordnung der 30 fachen Verdrängungsdieke der Grenzschiecht sind. Die Tollmiensche Arbeit, 
sowie fast alle übrigen bisherigen Arbeiten über die Theorie der Turbulenzentstehung‘) geben 
keine Aussage über die Größe der Anfachung der als instabil gefundenen Störungen, deren, 
Kenntnis gerade für den Vergleich mit dem Experiment sehr wichtig ist. 

Wir haben es deshalb unternommen, in dieser Richtung die Tollmiensche Arbeit 
zu erweitern, und konnten durch Fortbildung jener Rechnung näherungsweise die An- 
[achung der instabilen Störungen berechnen. Dabei wurden zunächst solche Störungen 
betrachtet, die in der Nähe der Indifferenzkurve liegen, für die also die Anfachung /; klein 
ist, so daß man Terme der Größenordnung 9; vernachlässigen kann. Man entwickelt die aus 
den Randbedingungen resultierende Gleichung für die Eigenwerte nach Potenzen von P;, 
a a. KR R,, wo a, R, ein Punkt der Indifferenzkurve ist. Die Glieder nullter Ordnung 
dieser Entwieklung «eben die schon früher von Tollmien diskutierte Gleichung der In- 
differenzkurve. Die Glieder erster Ordnung ergeben die Werte der partiellen Ableitungen 
N NA. 

IE) _ und (= e) ” in Punkten der Differenzkurve und damit 
R— Ro RR 


PD; =la—a,) Se +(R PR) £ Bi ) 


in der Nähe der Indifferenzkurve. Durch eine einfache Interpolation erhalten wir hieraus 
Näherungswerte der Anfachungsgröße P; für die instabilen Störungen im Innern des von der 
Indifferenzkurve 5; 0 umsehlossenen Instabilitätsbereiches. Ein Schnitt AR = const schneidet 
die Kurve 5; VO in den beiden Punkten «,, «@, und die Fläche P; = p;(a, R) ın einer Kurve, 
die wir ersetzen durch eine Parabel 3. Ordnung, die durch die Punkte «,, a, geht und hier 
OB} 


] besitzt. Auf diese Weise haben wir 


\ A. 

. _. up 
die von uns bereehneten Neleungzen | | und | 
| 7; 7’ 


\ 1 
für ddas Beispiel der Laminarströmung längs der ebenen Platte die Fläche 9; = f;(a, R) errechnet 
und «dann in dem «a, R- Diagramm die Kurven /;  const gezeichnet (Abb. 1), wobei alle Größen 
mit der maximalen Geschwindigkeit 7,, der Laminarströmung und der Verdrängungsdicke 











| ER 
' R ü . . . m . Far . 
der Grenzschieht 9° dimensionslos gemacht worden sind IR a — kin. zähigkeit). 
23 
ad / 2 ' 
j f; } m 
3. 0% 
Abb. 1. Die Kurven konstanter Anfachung, |; - eonst, 
im 
y : r Un d* 
als Funktion der Reynoldsschen Zahl und der 
) 
02 2 = d* 
reziproken Störungswellenlänge ad*— 27 
I 
I. I; J* 
ad" [: 77 — 19,9..10-5 0, 0 
[ m“ I m 
ll: 9,20. 1075 1: — 0,001 
A Ill: 7,56 + 1075 8: 0,002 
IV: — 6,23 . 105 3: — 0,003 
| . 5.13 : 19 ® t: — (1,004 
i VI: — 4,0 . 1075 "R - 0,005 
6b: 0,006 
# | EB — (1,0065 » 
"a 1103 2.103 ? 70° 470° 
Umb” 
v 
6) Vel. z.B. G. 1. Taylor: Proe. Roy. Soc. A. Vol. 132, 1931, S. 499. S, Goldstein: Proe. Roy. Soc. A. 
Vol. 119. 1931. S. 524. H. Sehliehting: Naechr. d. Ges. d. Wiss. zu Göttingen, Math.-Phys. Klasse 1932, S. 160 und 


\nn. d. Phys. V. Folge, Bd. 14, 1082, S. $D. ©. Tietjens dagegen hat versveht, die Anfachung zu berechnen. 
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Durch Auswertung dieses Diagramms ergibt sich folgendes: Verfolgt man beı konstantem 

7, und » eine Störung von vorgegebener Kreisfrequenz 5, vom Anfangspunkt der Platte (#0) 
ve . 4 .. ” . * 4 

auf ihrem Wege x längs der Platte, so durchläuft diese Störung, die sich mit der Gruppen- 


RN » 
oeschwindiekeit er +al z | fortpflanzt, zunächst einen stabilen Bereich, wo sie gedämpft 
5 s 0@/R 


NEE . Um, : 
wird, tritt sodann mit einer Amplitude A, bei einem bestimmten Wert von e= in den 


instabilen Bereich ein, den sie bei mit der Amplitude 1, a (;,)- A, wieder verläßt, wobei 


la 
\Fjdt 5% 
t; Pr) 


r 07 
[ in 


der Anfachungsfaktor ist. #, und #, sind die Zeiten des Eintritts und des Austritts aus dem 
instabilen Gebiet. Die zusammengehörigen Werte der dimensionslosen Größen 


a (2,)=e beı konstantem 


B ,r Ti PR En u 2 Be En , N m X | /. | | /. | C, | C, | A, & 6, | 

/ PO b y . y . y b) y ’ y , N* Y N* N / = he N = 2 N n hi) a R, 

a, [0 €, Pr >: i ER en 

rm \a ‚. als, wo ec, die Phasengeschwindigkeit der Störung bedeutet, sind in 
( A Ro x A 


In 


Zahlentafel I angegeben. Dabei bezieht sich der Index 1 auf den unteren und der Index 2 
auf den oberen Zweig der Indifferenzkurve. 
Zahlentafel |. 
































dr v .105 1 Um’ 10-5 l m u 103 [ m O5" 103 [ m Fı 105 I Im da. 105 r 
U v v v v v Ö*), 
| 12.9 0,487 0.635 0,80 1.35 2.59 30T 
Il 9,20 0,682 0,739 1.15 1,51 1.41 34.7 
II 1.56 0,830 0.810 1.34 2.19 6.00 371 
IV 6.23 1.01 0.895 1.55 2,67 8.02 39,6 
V 5.15 1,23 1.00 1,79 3.04 10.7 11.9 
V| 4.00 1.57 1.15 2.18 1.28 19.4 11,0 
2 s . 5 v Nr 
es Ci =. (or) | 220 En 
\0*), U m/ı Um/a Um\Pda/R, Um\da/r: . 
| 22.1 0.400 0.410 0.058 0.120 1.77 
Il 23,1 0.375 0.391 0.064 0,124 1.05 
Ill 23.4 0.562 0,377 0,066 0,119 12,0 
IV 24,1 0,350 0,370 0,068 0.114 36.6 
V 24.4 0,341 0.359 0.069 0,108 103 
VI 25.0 0,329 0,347 0.066 0,100 742 
Wir lassen jetzt Störungen aller möglichen Frequenzen P, 00 
. .p .. ® ’ | 
zu und fragen nach der größtmöglichen Anfachung | 
50 j 
lv | 
Max\d;dt 
. # ! 
ae a — 
die vom Eintritt in das Instabilitätsgebiet bis zu einer Stelle  @ Sa | 
l' " 10 8 Sı 
" — eingetreten sein kann. Da man es in der Praxis immer os 
a a ige st-& SLR: | 
nit Störungen aller möglichen Frequenzen zu tun hat, ist | Var | 
dieses a (x) das ausschlaggebende Maß für die Anfachung. Ss Si | | 
r . s . Don . ” .yp ‘SI | Sl SI | 
Unsere numerische Rechnung ergibt für die Anfachungsgröße 21-&i St —_Sı 
> = c c S| 5 | 
- r Sı | D Si | 
I r SI 31 | | 
. .. . . r nm“ U, [S Ss | 
a(x) in Abhängigkeit von der Reynoldsschen Zahl ERS 8 Sl | | 
v Don ZR 31° 70° ıu8 
einen funktionellen Zusammenhang, der in Abb. 2 dargestellt Ren (a2) 
ist, und der sich im ganzen Bereich von der theoretischen I Be ie 
“ ren . H a . . n lv 
Stabilitätsgerenze bis etwa " 10% durch die einfache Inter- Max\jdt 
; / \ 4: 
r \ Be» ala) i 1 als Funktion 
polationsformel 0.55.10-5 Um 2 


> r I li» 
d (#) 0,55 P ) der Reynoldsschen Zahl 
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. . “ Fa . . 7) HK ” pa . 
darstellen läßt. Die theoretische Stabilitätsgrenze (a= 1) liegt bei 2 1,1-10°%, Für die 


experimentell gefundene Stabilitätsgrenze, die nach Hansen’), Burgers°) und v.d. Hegge 


Un& Uma 


/ijnen”’)(Anblasversuche)bei 3,9: 10’ und nach Gebers'")(Schleppversuch)bei >-10° 


Y 

liegt, ergibt sich nach unserer Theorie eine Anfachung «a 4 bzw. 9, also eine Anfachung, 
die durchaus von der Größe ist, daß durch sie die Turbulenzentstehung aus den langen 
instabilen Störungswellenlängen erklärt werden kann. 348 


2. Experimentelle Untersuchungen zur Turbulenzentstehung. 
Von .J. Nikuradse in Göttingen. 
(Aus dem Kaiser Wilhelm-Institut für Strömungsforschung.) 


Tım zu prüfen, inwieweit die Ergebnisse der theoretischen Untersuchungen von W. Tollmien'). 
Ü und IH. Sehlichting?’) (siehe auch den vorangehenden Aufsatz) mit dem Experiment in 
Kinklang stehen, sind mit der ın dieser Zeitschrift schon früher kurz beschriebenen Einriehtung'*) 
Versuche der Art gemacht worden, daß der Einfluß von periodischen Störungen der Grenz- 
schieht auf die Turbulenzentstehung beobachtet wurde. Da «die Versuchseinriehtung seit 
der ersten Mitteilung noch einige bauliche Veränderung erfahren hat, sei sie hier gemäß 
dem jetzigen Zustand noch einmal beschrieben. 
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Abb. 1. Gesamtanlage des Beobachtungskanals. 
hl Beobachtuneskanal erh) Vorratsbeeken dj Diffusor R Siebe 
kp Kreiselpumpe "b, unterer Teil des Vorratsbeekens gr (leiehriehter hl Klappen 
ab \nsgrleichbeeken "bs oberer Teil des Vorratsbeekens Ur» (leiehriehter 4» (lasplatte 
ri Rohrleitunge "Ss Verteilersystem “Tl = Umlenkschaufeln h Heberleitunge 


In einem Beobachtungskanal bA (Abb. 1) wird eine gleichmäßige Strömung in der 
Weise erzeugt, daß man mit Hilfe einer Kreiselpumpe kp das Wasser aus dem Ausgleich- 
beeken ab dureh eine Rohrleitung r! in das Vorratsbecken "5b fördert, von wo es durch den 
Beobachtuneskanal wieder in das Ausgleichbeeken zurückfließt. Der Vorratskanal ist dureh 
einen Zwischenboden in zwei Teile geteilt. Der untere Teil rb, enthält das Verteilersystem 
"s, das die Aufeabe hat, das Wasser möglichst gleichmäßig von dem Querschnitt der Rohr- 
leitunz »/! von 176 em? auf einen Querschnitt von 120 X 30 em zu verteilen. Es besteht aus 
einem Diffusor df von 60 em Länge und 4 von außen verstellbaren Diffusoren von 170 em 
länge. Um eine Ablösung der Strömung in den Diffusoren zu vermeiden, durfte der Er- 
weiterungswinkel nieht größer als 9" gewählt werden. Der Gleicehriehter gr,, der hinter 
den Diffusoren steht, riehtet die Strömung wieder parallel. Die Strömung wird durch Um- 
lenkschaufeln #1 zu den 4 Sieben s geführt, welche sieh im oberen Teil des Vorratsbeckens 


') M. Hansen: Ztsehr. f. angew. Math. u Mech. Bd 8, S. 185, 1928. 

x), J. M. Bureers: Proe. of the First Intern. Congr. f. Applied Mechanies, Delft 1024, S. 112. 

»), B. G. v.d. Herre Ziinen: Thesis Delft 1924. 

"), (41. A. Gebers: Sehiffbau 9, 1907, vel. aueh III. Lief.d Ergebn.d. Aerodyn. Versuechsanst. zu Göttingen 1927. 


'), W, Tollmien: Naehr. d. Ges. d. Wiss. zu Göttingen, Math.-Phys. Klasse 1929. 8. 21. 
'), H. Sehliehtinge: Naehr. d. Ges. d. Wiss. zu Göttingen, Math.-Phys. Klasse 1933. S. 181. 
', L. Prandtl: Über die Entstehung der Turbulenz. ZAMM Bd. 11, 8. 467, 1951. 
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»b, befinden. Diese Siebe sollen die ungleiehmäßige Wirbelströmung beruhigen. Die Siebe 
werden auf versteifte Eisenrahmen straff gespannt, um örtliche Querbewerungen der Strömung 
zu verhindern. Hinter den Sieben befindet sich ein besonders sorgefältie herzestellter Gleich- 
richter gr, mit quadratischen Öffnungen von 1 em? Querschnitt und 12 em Länge. Diese 
Abmessungen sind durch die Überlegung bedingt, daß bei der in rd, auftretenden Höchst- 
eeschwindigkeit, die 5 bis 6 em/see beträgt, die Strömung noch laminar verlaufen soll. 


In dem eigentlichen Kanal befinden sich 2 Eisenplatten von 600 em Länge und 60 em 
Tiefe. die durch Schrauben in einem einstellbaren Abstand von der eigentlichen Kanalwand 
oehalten werden. Die Wände sind zur Zeit so eingebaut, daß der Kanal eine kleine Er- 
weiterung von etwa a=0,13" besitzt, um eine Strömung ohne Druckanstieg oder Druckabfall 
zu bekommen. Am Einlauf sind 2 gekrümmte Eisenbleche angebracht, die für eine sanfte 
Beschleunigung der Strömung sorgen. Die an der Wand des Beckens eb, auftretenden 
kleinen Wirbel fließen hinter den Eisenblechen außerhalb des Beobachtungskanals ab. Dieses 
Abtließen wird dadurch hervorgerufen, daß am Ende der Platten 2 Klappen AT angebracht 
sind, welche den Auslauf des Kanals verengen und dadurch bewirken, daß der Wasser- 
spiegel im Kanal höher ist als außerhalb des Kanals. Infolgedessen strömt die Flüssigkeit 
außerhalb des Kanals schneller als innerhalb. 


Das erwähnte Ausgleichbecken sorgt dafür, daß Geschwindigekeitsschwankungen, die 
durch Netzschwankungen hervorgerufen sind, unwirksanı gemacht, und daß Längswellen ım 
Beobachtungskanal vermieden werden. 


Trotz dieser Sicherheitsmaßnahmen war die Strömung in der Wandnähe bis zu einem 
Abstand von 5 bis S mm von der Wand nicht genügend zweidimensional. Um diese zwei- 
dimensionale Strömung zu erhalten, wurde eine Glasplatte yp von 60 em Tiefe und 530 em 
l,änee in einer Entfernung von etwa 7 em von der einen Wand eingebaut. Vor der Glas- 
platte wurde zur Erreichung eines wirbelfreien Zustroms ein keilförmiger Kopf aus Blech 
von der gleichen Tiefe und etwa 25 em Länge angebracht (Abb. 2). Um eine regelmäßige 
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\bb.2. Keilförmiger Kopf für die Glasplatte. Abb. >. Drosselvorriehtung. 


li Heberleitung I; Kolben 


Störung der Strömung zu bewerkstelligen, wurde der Kopf mit 2 Reihen von Löchern ver- 
sehen, durch die vorbeiströmende Grenzschieht periodisch abgesaugt werden kann. Diese 
löcher münden in eine Kammer innerhalb des Ansatzes, aus der das Wasser dureh 4 auf 
die ganze Lochreihe verteilte Röhren abgesaugt wird. Die Verteilung auf 4 Röhren war 
nötig, um eine gleichmäßige Absaugung zu erzielen. Diese 4 Röhren vereinigen sich zu einem 
kohr, welehes an einen regulierbaren Heber angeschlossen ist, der eine periodische Absaugung 
erzeugt. Die Heberleitung ist in Abb. I und 2 mit h bezeichnet. Die Drosselvorrichtung ist 
aus Abb. 3 zu erkennen. Um eine möglichst sinusförmige Veränderung des Durchflußquer- 


Een u N Faus: 2 e. Ztschr. f. angew. 
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sehnittes mit der Längsverschiebung des Kolbens k zu erreichen, wurde die Durchflußöffnung 
im Schieber als schmales Rechteck ausgeführt. Der Kolben % wird durch einen aus der 
Abbildunz zenüzend erkennbaren Antriebsmechanismus verschoben. Der Antrieb erfolet 
dureh einen regulierbaren Elektromotor. 


Die Versuche wurden in der Weise durchgeführt, daß zunächst eine vorgegebene Ge- 
schwindigkeit eingestellt wurde, und sodann mit einer vorgegebenen Frequenz auf die oben 
beschriebene Weise Störungen erzeugt wurden. Gemessen wurde dann der Abstand = von 
der Störungsstelle, wo sich auf der mit Aluminiumpulver bestreuten Oberfläche die ersten 
Wirbel bildeten. Die Messungen wurden bei 8 verschiedenen Geschwindigekeiten, nämlich 
von I, 139 bis U, 30,5 em/see, ausgeführt und bei sehr vielen verschiedenen Frequenzen 
(von >, 1.12 pro min. bis 5, 11,5 pro min.). Für die Bestimmung der kinematischen 
/ähiekeit » wurde noch die Wassertemperatur gemessen. Nach der Rechnung von Tollmien 


.o* 
eibt es oberhalb der kritischen Reynoldsschen Zahl | 2 ) 120°) für jede Reynoldssche 


Zahl einen bestimmten Bereich von instabilen Frequenzen, der in Abb. 4 durch das von der 
Kurve umsechlossene Gebiet dargestellt wird. Diese Kurve, welche die stabilen Störungen 
von den instabilen trennt, wird als Indifferenzkurve bezeichnet. In dieses Diagramm sind 
Prv 
Um 
jenieen Versuchszustände, die Turbulenz ergaben, sind durch Punkte markiert. Dabei wurde 
die Verdrängungsdieke Ö* aus der gemessenen Entfernung x nach der Blasiusschen Formel 


außerdem noch 6 verschiedene Geraden konstanter Frequenz const eingezeichnet. Die- 


_ u na N . - . . . . . a} . . . 
0" 2: 1.98 j ermittelt. Durch Kreise sind diejenigen Frequenzen eingetragen, bei denen keine 
m 


Turbulenz beobachtet wurde. Eine künstlich erzeugte Störung von vorgegebener Frequenz 
durehläuft, wenn sie von der Störungsstelle stromabwärts wandert, in diesem Diagramm 
Prv 
Um 
ES bei durchläuft sie zunächst das stabile 

ö . (sebiet außerhalb der Indifferenzkurve, 
a a a rn ee ee u nn De ne m und tritt sodann, wenn sie die Kurve 
überschreitet, mit einer bestimmten 
Amplitude in das instabile Gebiet ein. 
Von diesem Augenblick an wird sie 
angefacht, bis sie beim abermaligen 
| | ug I | een | Überschreiten der Kurve das instabile 
| I m FT a, 1 (rebiet wieder verläßt und nun wieder 
Ca2/T u langsam schwächer wird (vgl. hierzu die 

vorangehende Arbeit von H. Schlich- 
ting). Ist die Anfachung der Störung 
schon vorher genügend groß geworden, 
so führt sie zur Wirbelbildung und 
damit zum Turbulentwerden der Laminar- 
strömung. Aus dieser Darleeung geht 
hervor, daß man nach der Theorie 
unterhalb der Indifferenzkurve und auch 
in der Nähe ihres unteren Randes keine 
Turbulenz beobachten sollte, daß jedoch 
Beobachtungen, die etwas oberhalb der 
Indifferenzkurve liegen, mit der Theorie 


von einem Punkt in der Nähe des Ursprungs beginnend eine Kurve eonst. Da- 





> t 





” a nicht im Widerspruch stehen. Die bei 
TH RB 0 A 40 miedrigen $-Werten liegenden Versuchs- 
. >= punkte stehen nach dem Vorstehenden 

\bb.4. in Abhängigkeit von mit der Theorie im Widerspruch. Mög- 


m, 


licherweise ist die Erklärung die, daß 
bei der nieht vollkommen sinusförmigen Gestalt der der Grenzschicht aufgeprägten Störung 
sieh irgendeine Oberwelle dieser Störung turbulenzerzeugend auswirkt. Eine klare Ent- 
scheidung für oder geren die Tollmiensche Theorie steht hiernach noch aus. Die Ver- 
suche sollen forteesetzt werden, vor allem auch mit geringerer Intensität der künstlichen 
Störung. Der kritische Wert ohne künstliche Störung liegt bei U, d*» = 1400, entsprechend 
I, er = III, 358 


Zı 


I), von Se,hlichting neu berechnet zu 919, vel. Gött. Nachr. 1933. 8. 181. 
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3. Die quadratischen Mittelwerte der Längsschwankungen in der 
turbulenten Kanalströmung. 


Von H. Reichardt in Göttingen. 
(Aus dem Kaiser Wilhelm-Institut für Strömungsforschung.) 


1. Versuchsplan. Es wurden die quadratischen Mittelwerte der Längsschwankungen 
(d.h. der Schwankungen in der Strömungsrichtung) in verschiedenen Wandabständen unter 
Verwendung einer Hitzdrahtsonde gemessen. Die theoretischen Betrachtungen zu diesen Ver- 
suchen sowie das Versuchsergebnis werden im folgenden mitgeteilt. Auf die Apparatur wird 
nur soweit eingegangen, als es zum Verständnis der vorliegenden Betrachtung notwendig ist. 
Kine genaue Beschreibung der Versuchsanlage erfolgt an anderer Stelle. 

Der Luftkanal, in dem die Messungen vorgenommen wurden, hat eine Höhe von 25 em 
und eine Breite von 100 em, also einen hydraulischen Durchmesser von 40 em. Die turbulente 
Strömung war ausgebildet. Die maximale Geschwindigkeit in der Kanalmitte betrug 110 em/s, 
die über dem Querschnitt gemittelte Geschwindigkeit U = W em/s. Die Reynoldssche Zahl 
war also Re x 25000, die Widerstandszahl A = 0,025 und die Schubspannungsgeschwindigkeit 
"* = yr,/o=yA/SU»-5em/s (rt, Schubspannung an der Wand, o Dichte der Luft). 

Da sieh das turbulente Geschwindigkeitsfeld örtlich ändert, war es notwendige, die 
Messungen in einem möglichst kleinen Gebiet vorzunehmen. Der verwendete Hitzdraht war 
daher nur 2mm lang. Die geringen Spannungsschwankungen über dem kleinen Hitzdraht 
mußten beträchtlich verstärkt werden. Es wurde mit einem Gleiehspannungsverstärker ge- 
arbeitet (3 Röhren, Verstärkung etwa 10000 fach), um Spannungssehwankungen von beliebiger 
Frequenz in einen formgetreuen Wechselstrom „umwandeln“ zu können. 

An den Ausgang des Verstärkers waren ein sehr empfindliches und sehr träges Elektro- 
dvnamometer und ein Galvanometer hintereinanderliegend angeschlossen. Das Dynamometer 
diente zur Bestimmung der quadratischen Mittelwerte der Stromschwankungen, die dureh «die 
Windscehwankungen am Hitzdraht in der Endstufe des Verstärkers ausgelöst wurden. Der 
Verstärker wurde so eingestellt, daß durch das Dynamometer kein Gleichstrom Nloß; der Zeiger 
les Galvanometers mußte sich im Mittel um die Nullage bewegen. 


2. Mittel gegen die Fehleigenschaften des Hitzdrahtes. Die Spannungsschwankungen über 
einem Hitzdraht sind gegenüber den Windschwankungen verzerrt und zwar aus zwei Gründen: 
I. Wegen der Wärmeträgheit des Hitzdrahtes sind die Spannungsamplituden der 
höheren Frequenzen zu klein im Vergleich zu den Spannungsamplituden der 

niederen Frequenzen. 


wi 


2. Auch bei quasistationären Änderungen sind die Spannungsschwankungen nicht 
proportional den Windschwankungen. 


Für die Trägheitskonstante € eines Hitzdrahtes gilt die Gleichung '): 


Kir - r,) 
(9 2 2 (ı) 
V2tavrr, 
(N = Wärmekapazität des Hitzdrahtes; r=- Widerstand des geheizten Drahtes: r,  Wider- 


stand des Hitzdrahtes bei Zimmertemperatur; a Temperaturkoeffizient des Widerstandes; 
’ - Heizstrom). Die Größe C hängt also außer von dem Hitzdrahtdurchmesser (der in K 
eingeht) noch von Heiztemperatur und Strombelastung bzw. von Heiztemperatur und Wind- 
geschwindigkeit ab. Um für alle Windgeschwindiekeiten die gleiche Trägheitseröße zu be- 
sitzen, wurde (r — r,)/i? bei den Versuchen konstant gehalten. Ist © konstant, so werden die 
quadratischen Mittelwerte von Hitzdrahtwechselspannungen bei allen Windgeschwindigkeiten 
um den gleichen Faktor zu klein gemessen, vorausgesetzt, daß die Frequenzverteilung der 
Windschwankungen dieselbe bleibt. 

Es wurden Hitzdrähte von 0,007 mm Durchmesser verwendet. Die Trägheitsgröße betrug 
4,2-.10°°, d.h. es wurden für Frequenzen unterhalb von 10 Hertz die Amplituden prak- 
tisch unverkürzt wiedergegeben. Es hat den Anschein, daß bei der betrachteten langsamen 
Strömung die größten Amplituden in diesem Frequenzbereich liegen. Man kann also mit 
gewisser Wahrscheinlichkeit annehmen, daß die Faktoren, um die die quadratischen Mittel- 
werte der Spannungsschwankungen zu klein gemessen wurden, nicht viel kleiner als 1 sind 
und daß sie untereinander wenig verschieden sind trotz verschiedener Freqnenzverteilungen 
in den einzelnen Wandabständen. 


I), Siehe z. B. J. M. Burgers: Hitzdrahtmessungen, Handbuch der Experimentalphysik, IV, 1: 1031. 
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Der Widerstand r eines Hitzdrahtes hängt ın folgender Weise von der Windeeschwindie- 
keit « ab: 
r H 


'Z 


(2) 


. H ei 


(ce  eonst. Die Zahl » wächst langsam mit der Reynoldsschen Zahl des Hitzdrahtes bis 
auf den Grenzwert 0,5. Wärmestrahlung und Wärmeableitung an die Hitzdrahtenden sind 
in (2) nieht berücksiehtigt). Gl. (2) besagt, daß die Spannung über dem Hitzdraht ö©r schwächer 
als linear mit zunehmender Windgeschwindiekeit abnımmt (# = eonst vorausgesetzt) bzw. bei 
abnehmender Windstärke stärker als linear ansteigt. Nur bei kleinen Amplituden, wie sie 
bei der betrachteten Strömung in der Kanalmitte auftreten, sind die Spannungssch wankungen 
den Windsehwankungen genügend proportional. 


In dem vorliegenden Fall, wo nicht die Spannungsschwankungen über dem Hitzdraht, 
sondern die Stromscehwankungen ım Endkreis des Verstärkers gemessen wurden, war die Ver- 
zerrung der Spannungsscehwankungen gegenüber den Windsehwankungen an sich ohne Belang. 
Is kam lediglich darauf an, die Proportionalität zwischen Windschwankungen und Strom- 
schwankungen zu erreichen. Dies geschah auf folgende Weise. Der Verstärker wurde so an 
den Hitzdrahtkreis angeschlossen, daß die Stromstärke in der Endstufe mit wachsender Wind- 
eesehwindiekeit zunahm. Der Verstärker wurde so eingestellt, daß die Stromschwankuneen 
auf dem unteren, gekrümmten Teil der Strom-Spannungskennlinie erfolgte, wo also der Strom 
stärker als linear mit der Eingangsspannung wächst. Da nun die Eingangsspannung schwächer 
als linear mit der Windgeschwindigkeit wuchs, so ließ es sich dureh entsprechende Wahl des 
Arbeitspunktes auf der Kennlinie sowie der Spannungsamplitude am Eingang?) erreichen, daß 
die Stromänderungen den Windänderungen annähernd proportional wurden. Diese Pro- 
portionalität war «dann vorhanden, wenn sich die mittlere Stromstärke linear mit der mittleren 
Strömungsgesehwindigkeit im Kanal bzw. linear mit der Drehzahl des Gebläses veränderte. 


3. Eichung und Auswertung. Aus der Größe der mittleren Stromänderung, die bei einer 
bestimmten Drehzahländerung des Gebläses erfolgt, läßt sich erfahren, wieviel Geschwindig- 
keitseinheiten der Einheit der Stromstärke entsprechen, wenn die Abhängigkeit der mittleren 
Windgesehwindigkeit am Hitzdraht von der Drehzahl des Gebläses bekannt ist. Es sei dn!n 
die prozentuale Veränderung der Drehzahl, wodurch sich die mittlere Geschwindiekeit @ im 
Abstand y von der Wand um diü/u ändern möge, und es sei 


MT In 
H n 


Bei schwacher Belastune des Gebläses ıst In/n x dT IT und dies ist wiederum. wenn man 


. v* S Kr} Ar} . v “ . 
das Blasıusseche Widerstandseesetz zuerunde leet. x» dr”v* (siehe Nr. D). Es ist also 


‘ 
N RT ” ‚ un 
kr- ‚ Nach Nıkuradse’°) ıst 
‘ dr H 
EN Es a 7 VE ee  - \ 
(vr  kinematische Zähiekeit). so daß man erhält: 
Ss 251In e® ylv) +8 _ 
Il: n -— >) = ee n j - ww . . . . . . . . . . . . (»)). 
ı 25 In (r Ir) In 


Die prozentuale Änderung der mittleren Windgesehwindigekeit ist also größer als die pro- 
zentuale Anderung der Ventilatordrehzahl, und zwar ıst der Unterschied um so größer, je 
näher an der Wand die Hitzdrahtsonde liert (für die laminare Wandschicht gelten diese 
Betrachtungen nieht mehr). 

Bei «der vorgegebenen Apparatur kann die Eichung des Elektrodynamometers in Ge- 
schwindigkeitsquadraten in verschiedener Weise geschehen: 

I. Das Galvanometer, welches dem Dynamometer vorgeschaltet ist, wird durch Dreh- 
zahländerung «des Gebläses in Windgesehwindigkeiten geeicht und die Ausschläge des Dvnamo- 
meters werden mit den Ausschlägen des Galvanometers verglichen. 

ls sei ö der Strom, der durch Dvnamometer und Galvanometer fließt, wenn der Galvano- 
meterzeiger um die Nullage pendelt, #" die turbulente Windschwankung bei normaler Dreh- 


>), Es wurde ein entsprechend großer Teil der Weehselspannung des Hitzdrahtkreises über einem Potentiometer 


abeeeriffen. 


‚ VDI-Forsehungsheft 356. 1932, 
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yahl des Gebläses und di ein kleiner, durch Fehleinstellung bewirkter Gleichstrom, so gilt 
hei normaler mittlerer Geschwindigkeit @ am Hitzdraht 


&—$ % 0% : GOES; © 


alls die Stromänderung der Windänderung proportional ist (a == const). Der kleine Gleich- 
strom $4 läßt sich kaum vermeiden, da es nicht gelingt, die Mittellage des sehr unregelmäßig 
chwankenden Galvanometerzeigers genau zenug festzustellen und durch Nachregulieren in 
die Nullage des Galvanometers zu verlegen. Für die Messungen mit dem Dynamometer Ist 
“ber der kleine Fehlstrom di ohne Belang. 


Ps IF ER" er a ri + 


Für den Strom i,, welcher fließt, wenn die Windgeschwindigkeit am Hitzdraht um I 
uf den mittleren Wert «, erhöht wird, gilt: 
,= la +a) Au+ru,) tdi. . : .: 2 > man... ÜB) 
‘ı  eonst), da man annehmen muß, daß die @-dw-Funktion nicht genau linear ist, sondern 
für erößere Geschwindigkeiten im Durchschnitt eine etwas andere Steigung besitzt als für 
kleinere Gesehwindiekeiten. Wegen der unregelmäßigen Schwankungen des Galvanometer- 
zeizers läßt sich eben eine genaue Proportionalität zwischen Stromänderung und Windänderung 
nieht erzielen. Man hat für den zeitlichen Mittelwert: 


i,=(a+o) BE ee ee 


Für den Strom 7,, der (entgegengesetzt zu i,) durch Galvanometer und’ Dynamometer 
liebt, wenn die Windgeschwindigkeit am Hitzdraht um Iw auf den mittleren Wert «, er- 
niedriet wird, gelten die Gleichungen: 


.=la a) Au+u,)—di. . 2: 2 2 2 2 2 2 2 2.) 


Deu an BE: 5 - Qi es en En - sims 


Aus (7). (Sa). (9a) und (3) folet 


— 


Vu? 2kAnV 


u n(t, + ?,) 


(10). 





Die Größen auf der rechten Seite dieser Gleichung sind sämtlich meßbar. i, und ;, sind aus 
(alvanometerablesungen und i? aus Dynamometerablesungen zu bestimmen 


2. Durch Drehzahländerung des Gebläses kann das Dynamometer direkt in Gescehwindig- 


keitsquadraten geeicht werden. 


Aus (S) und (9) folgt 


ii +i.?=a (2 Au’+u, ’+u,’) +2aalu,? "To 5 3 





wenn die Glieder mit den sehr kleinen Größen a’, 9° und adi vernachlässigt werden. Unter 


(ler plausiblen Annahme, daß für nicht zu große Geschwindigkeitsunterschiede u,’ wu, [u 


„(1 + Iu/n) bzw. u, u u,[u u (l lu/ü) ist, folgt weiter bei Verwendung von (7) und (3) 


VW: k Inyayiruiiwrtan and et AM 


1 .> 


” nV 4(i,?+1,) — 





Da «’°/a” wesentlich kleiner ist als 1, hat der dreigliedrige Wurzelausdruck im Zähler dieser 
au a ' : au? 
Gleichung ledielich die Bedeutung eines Korrekturfaktors. Damit das Glied 4 ver- 
«a u u 
nachlässigt werden kann, muß man dafür sorgen, daß a möglichst klein und Iu/ü möglichst 


roß wird, besonders für Punkte in der Nähe der Wand, wo u’ /a stark ansteigt (siehe Abh. 1). 


Aus versuchsteehnischen Gründen wurde die direkte Eichung des Dynamometers vor- 
‘zogen. Kin Beobachter las das Dynamometer ab und überwachte mit einem elektrischen 
achometer die Drehzahl des Gebläses: ein anderer Beobachter überwachte den Verstärker 
ınd führte Protokoll. 


Die Mittelwerte 7,7? und ö,? wurden aus je 50 bis 100 Meßdaten gebildet. Das zeit- 
che Intervall zwischen zwei Ablesungen betrug 10 Sekunden. 
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4. Ergebnis der Messungen. In Zahlentafel 1 sind die Meßdaten angegeben. In Abb. 1 


Vu’? ö - w’\. 
ist z als Funktion des Wandabstandes „y aufgetragen, und Abb. 2 zeiet 108 | - in 
u 


Abhängigkeit von log (y/r) (r - Kanalhalbmesser). Für die Wandabstände y — 1;2,3 und 4 liegen 
die Meßpunkte in Abb. 2 auf einer Geraden mit dem Gefälle 0,46:1. Der Meßpunkt für y=6 
liegt etwas oberhalb dieser Geraden und die Meßpunkte für 04 und y=8 etwas unter- 
halb der Geraden. Das Abweichen von der Geraden kann aber nicht als „Streuung“ bezeichnet 
werden. Sämtliche Punkte wurden mehrfach nachgemessen, und die nachgemessenen Werte 
unterscheiden sich nur unwesentlich von den hier angegebenen Werten. Die in Abb. 2 ein- 
gezeichnete Gerade entspricht der Funktion | 
| u y 0.46 
3 


0056 I 
r Vo a Un EEE Auer u.’ EB Da 0 Dh ae 2 DR. (12). 


Diese Funktion ist in Abb. 1 dargestellt, und zwar ist sie dort gestrichelt gezeichnet, wo die 
Meßpunkte nicht auf dieser Kurve liegen. 


Q 
4 








Du 
7 /) 
Abb. 1. Abh. 2. 
Zahlentafelll. 
as ER u In 72 Ph / 
Y(cm) ki (u? -+i,2) ; d. log | a log (7 | 
z N „H „H r 
0,4 1.380 43.2 7.03 0.40 0.250 0.602 1.488 
1.0 1.340 15.3 8.70 0.30 0.179 0,747 1.090 
2.3 1.320 D1.S 8.03 0.20 0.121 0.917 0.728 
1.0 1.305 14,8 5.04 0.50 0,093- 1.029 0,488 
6.0 1,295 60.8 S.S6 0.15 0,080, 1.094 0.312 
S.0 1,290 49.7 1.42 0.12 0.065 1.187 0.187 
10.0 1.285 IS.5 6.40 0.10 0,050, 1.300 0,090 
r=123 1.280 51.9 5.22 0.10 0.043 1.367 0 


3. Zusammenfassung. Mit einer Hitzdrahtapparatur wurden die quadratischen Mittel- 
werte der turbulenten Längsschwankungen in einem Luftkanal gemessen. Die Messungen 
zeigen, daß sich die funktionale Abhängigkeit dieser Schwankungen vom Wandabstand in der 
Nähe der Wand durch ein einfaches Potenzgesetz (12) näherungsweise darstellen läßt. 397 


4. Grenzschichtabsaugung und Senkenwirkung. 
Von 0. Schrenk in Göttingen. 


(Aus dem Kaiser Wilhelm-Institut für Strömungsforschung.) 


urch geeignetes Absaugen geringer Flüssigkeitsmengen von der Oberfläche umströmter 
Körper lassen sich bekanntlich Strömungsformen erzwingen, die ohne besondere Maß- 
nahmen nie auftreten können. 
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Die Theorie der Absaugewirkung ist zunächst die'): Die stark verzögerten Teile der 
(irenzsehieht in einem Druckanstiegsgebiet werden, bevor sie die Ablösung der Gesamt- 
trömung verursachen können, dureh Absaugen entfernt, worauf sich eine neue Grenzschicht 
hildet. die von neuem einen bestimmten Druckanstieg überwinden kann (eigentliche „Grenz - 
sehiehtabsaugung*). Die erforderliche Absaugemenge steht nach dieser Auffassung 
in einem, noch von den näheren Umständen abhängigen Verhältnis zu der in der Grenzschicht 
trömenden Menge. 

Dieser Auffassung steht nun eine zweite gegenüber (Theorie der „Senkenwirkung*), 
lie besagt, daß der Senkeneinfluß, d. h. die durch die Absaugung selbst bewirkte Änderung 
les Druckverlaufs an der Oberfläche, wesentlich am Zustandekommen der beabsichtigten 
Strömunesform beteiligt ist ?). 

Der Senkeneinfluß besteht in einer Abflachung der Druckanstiege vor und hinter dem 
Absaueeschlitz (es wird hier zunächst nur die diskontinuierliche Absaugung dureh einzelne 
Schlitze betrachtet), die in nächster Schlitznähe sogar in Druckgefälle übergehen (s. die Abb. 1, 
in der die gemessene Druckverteilung mit Senkeneinfluß dureh Kreise, die auf Grund 
ler gemessenen Absaugemenge daraus berechnete Verteilung ohne Absaugung dureh 
Kreuze gekennzeichnet ist). Er kommt zustande durch die Überlagerung der strahlenförmig 
zur Absaugestelle hin gerichteten Absaugeströmung über die ungefähr parallel zur Oberfläche 
verlaufende Grundströmung und läßt sich von ihr bei bekannter Absaugemenge rechnerisch 
nach dem Bernoullischen Gesetz trennen. Mit zunehmender Absaugemenge nimmt auch 
die Veränderung des Druckfeldes durch den Senkeneinfluß zu. Infolge des Senkeneinflusses 
wird der durch die Grenzschicht vor und hinter dem Schlitz zu überwindende Druckanstieg 
abgeflacht und im Gesamtbetrag geringer. Es ist ersichtlich, daß nach dieser Auffassung 
die erforderliche Absaugemenge zur Grenzschiehtmenge in keinem- unmittelbaren 
Verhältnis steht, die Absaugemenge muß vielmehr so groß gemacht werden, daß die beiden 
Druckanstiege praktisch ist wohl meist der vordere maßgebend eerade noch für die 
Entwicklung der Grenzschicht ohne Eintritt der Ablösung ertragbar sind. Ein wesentlicher 
Unterschied zwischen beiden Absaugetheorien ist der, daß die eigentliche Grenzschichtab- 
sauzung nur nach hinten, also stromabwärts wirkt, während die Senkenwirkung nach vorne 
und nach hinten greift. 
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Im allgemeinen werden bei der Anwendung der Absaugung wohl beide Erscheinungen, 
die eigentliche Grenzschichtabsaugung und die Senkenwirkung, verkoppelt auftreten. Beide 
Auffassungen sind aber auch insofern berechtigt, als man für sie „eindeutige“ Beispiele an- 
eben kann, so für die Grenzschiehtabsaugung einen Körper, dessen Oberfläche aus fein- 
naschigem Sieb oder poröser Masse besteht, und für die Senkenwirkung eine Absaugung 
am hinteren Ende des Druckanstiegs, wobei allerdings eine verhältnismäßig große Absauge- 
enge erforderlich ist. 

Für die Praxis ist aber die Frage wesentlich, welehe Erscheinung in den vorkommen- 
len Fällen wichtiger ist, welche der beiden Auffassungen also sozusagen als Gebrauchstheorie 
zeeleneter Ist. 

'),L. Prandtl: Über Flüssigkeitsbewegung bei sehr kleiner Reibung (1904). Neudruek: Vier Abhandlungen 
ur Hydrodynamik und Aerodynamik. Göttingen (1997), 

?) Erstmals ist der Gedanke der Senkenwirkung eingehend erörtert in einem Beitrag von Herrn Prof, Prandt] 
ein noch unveröffentlichtes Sammelwerk und in einem gleichzeitig und unabbängige davon abgefaßten internen 


I richt des Verfassers, beide aus dem Jahre 1930. Ähnliche Vermutungen, in denen allerdings der entscheidende Anteil 
er Grenzschieht nieht erkannt ist, sind auch schon anderweitig ausgesprochen worden. 
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Zu dieser Frage konnten einige Versuche ausgeführt werden. vor allem solehe an einem 
sehr dieken Absaugeflügel mit der gleichen Profilform, wie bei der in der ZFM 1931 (22). 
S, 259 mitgeteilten Untersuchung. 

Zunächst ist die Tatsache festgestellt worden, daß für bestimmte Sehlitzlagen bei Änderune 
des Anstellwinkels bzw. des Auftriebes zwar der Druck in der Gegend des Absaugeschlitzes 
und dahinter sich nicht viel änderte, daß dabei aber die höchsten Saugspitzen in der Nähe 
der Profilnase und zugleich die erforderlichen Absauzemengeen mit wachsendem Anstellwinkel 
sehr stark zunahmen. Offenbar hat sieh also die Größe der Absauzremenee nur nach den 
Druckanstiegesverhältnissen vor dem Sehlitz gerichtet, da hinter dem Sehlitz für alle Anstell- 
winkel ungefähr gleiche Drücke herrschen. Diese Erscheinung ist mit der Theorie der 
(‚renzschichtabsaugung nicht zu erklären, dagegen steht sie mit der Theorie der Senken- 
wirkung im Einklang. 

Kın weiterer Versuch wurde mit einem Sehlitz ın nächster Nähe der Hinterkante aus- 
veführt. Die Absaugemenge war dabei zwar 2-3 mal so groß als bei weiter vorne gelegenen 
Schlitzen, aber die Absauzrung war in der erwarteten Weise wirksam. 

Besonders wichtige waren einige Versuche, bei denen die hintere Schlitzkante über die 
vordere überstand, wie Abb. 2 zeigt. Der Sehlitz lag dabeı, ın der Projektion gemessen, 
etwa 20° der Tiefe von der Hinterkante entfernt. Ist hier die eigentliche Grenzschiehtab- 
saueune maßgebend, so muß die erforderliche Absaugemenge von der Schlitzöffnung s, weit- 
eehend unabhängige sein. Umpgekehrt wird, wenn die Senkenwirkung entscheidend ist, mit 
wachsendem s die erforderliche Absaugemenge stark anwachsen, da keine Senkenwirkung 
zustande kommt, wenn die eingesaugte Luftschieht genau die Breite s besitzt, und da somit 
erst die darüber hinausgehenden Beträge ım günstigen Sinne wirksam werden. Die Ver- 
suche bestätieten die zweite Betrachtung ın vollem Umfang: maßgebend ist die Senken- 
wirkune. In kleineren Unterschieden zwischen den Ergebnissen bei verschiedenem s wird 
aber in geringerem Maße auch die Wirkung der Grenzschiehtabsaugung spürbar. Bei weiter 
vorn gelegenen Sehlitzlagen konnten gleiche Versuche nieht ausgeführt werden, so daß das 
Vorherrsehen der Senkenwirkung nicht ganz allgemein sichergestellt ist. 

Ähnliche Ergebnisse hat die Auswertung einiger Grenzschichtmessungen «eliefert. Ist 
die Theorie der Senkenwirkung maßezeblich, so muß die wirkliche Grenzschicht am Scheitel- 
punkt der Druckkurve kurz vor dem Schlitz knapp vor dem Zustand der Ablösung sein, 
während sie in dem hypothetischen Fall ohne Senkeneinfluß (durehgezogene Druckkurve der 
Abb. 1) sehon vor dem Scehlitz zur Ablösung kommen würde. Zur Untersuehung dieser 
rare diente die Auswertung einiger Grenzschichtmessungen nach dem von E. Gruschwitz 
entwickelten Bereehnungsverfahren, das von einer gegebenen turbulenten Anfangserenzschicht 
aus die rechnerische Verfolgung der Grenzschieht hinsichtlich Dieke und Ablösungeseefahr 
ermöglicht’). Es ereab sich für eine Sehlitzlage bei 20°/, von der Hinterkante (nieht über- 
ereifende hintere Sehlitzkante) das erwartete Verhalten: die wirkliche Grenzschieht ist kurz vor 
dem Zustand der Ablösung, die Grenzschicht aber, die ohne die Veränderune des Druck- 
verlaufs durch die Senke vorhanden wäre, würde nach der Rechnung längst zur Ablösung 
der Strömung geführt haben. Weniger eindeutig ist das Verhalten bei der Schlitzlage 50°) 
von der Hinterkante, so daß auch nach diesen Versuchen das Vorherrsehen der Senken: 
wirkung nicht ganz allgemein sichergestellt ist. 

Ks sei noch erwähnt, daß auch bei anderen Versuchen, die noch nieht veröffentlicht 
werden können. mit Erfole die Theorie der Senkenwirkung als Gebrauehstheorie zuerunde 
velegt wurde. 

Über diese Versuche sowie über die Einzelheiten zu den oben nur angedeuteten ver: 
schiedenen Versuchen soll in einer späteren Veröffentlichung ausführlicher berichtet werden. 

Zusammenfassung. Zur Erklärung der durch die Absaugung erzielten Wirkungen können 
zwei Voreänge herangezogen werden: 

I. Die Weenahme der „zefährlichen* Teile der Grenzschicht, die eine Ablösung her- 
vorrufen könnten (eigentliche „Grenzschichtabsaugung*). 

>. Die Veränderung des Druckverlaufs entlang der Körperoberfläche in einem für die 
Entwieklung der Grenzsehiecht günstigen Sinne („Senkenwirkung*). 

Beide Vorgänge treten verkoppelt auf, jedoch können sie auch sozusagen in Reinkultur 
vorkommen. Als Gebrauchstheorie für die Mehrzahl der praktisch vorkommenden Fälle 
scheint die Theorie der Senkenwirkung geeieneter zu sein, jedoch kann dies aus den bisher 
vorhandenen Ergebnissen nicht für alle praktischen Fälle mit Sicherheit behauptet werden. 
Sicher ist, daß im allgemeinen auch die eigentliche Grenzschiehtabsaugung in geringerem 
Maße am Zustandekommen der Absaugewirkung beteiligt ıst. 356 


Ine. Areh. II (1931), 8. 321 und ZFM 23 (1932), 8. 368, Ergänzung dureh noch unveröffentlichte Untersuchungen 
von H. Ssehmidbauer. Herrn Dr. Grusehwitz verdanke ich wertvolle Anregungen bei meiner Untersuchung. 
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HAUPTAUFSÄTZE 





Erzwungene Schwingungen reibungsgekoppelter 
Schwingungssysteme. 
Von E. Hahnkamm ın Göttingen. 
Einleitung: Erklärende Bemerkungen. 


1. Anlaß zur Arbeit. In folgender Arbeit sollen zwei Schwingungssysteme behandelt 
werden, die dureh Reibungskopplung miteinander verbunden sind. Um ein irgendwie periodisch 
erreetes Svstem, z. B. ein störend schwingendes Maschinen- oder Fundamentteil, zu beruhigen, 
kann man es mit einem zweiten Svstem koppeln. Man hat, um die störenden Schwingungen 
des erregten Systems möglichst stark zu dämpfen, die Kopplungsart, die Kopplungsstärke und 
las hinzugefügte System selbst in geeigneter Weise zu wählen. Grundsätzlich hat man drei 
Kopplungsarten zu unterscheiden: Die Kraftkopplung, die Trägheitskopplung und die Reibungs- 
kopplung. Bei der letzten Kopplungsart wird den Systemen Schwingungsenergie durch die 
Kopplung entzogen, bei den beiden ersten Kopplungsarten wird keine Schwingungsenergie aus dem 
Gesamtsystem abgeführt. Dies ist das wesentlich Unterschiedliche zwischen der Reibungs- 
kopplung und den beiden andern Kopplungsarten, welche in ihren Wirkungsweisen sehr ver- 
wandte Erseheinungen aufweisen, was hier ohne näheren Beweis angeführt sei. Solche ge- 
koppelten Schwingungssysteme kommen in der Praxis z. B. häufig bei Meßinstrumenten vor. Man 
erstrebt durch die Kopplung des eigentlichen Meßinstrumentes mit einem zweiten, schwingungs- 
fähigen System eine schnellere Beruhigung des Instrumentes. Auch Schiff und Schlingertank sind 
zwei solche gekoppelte Schwingungssysteme. Durch den Einbau eines Schlingertanks beabsichtigt 
man die Schwingungen des Schiffes um seine Längsachse zu dämpfen. Die Meinungsverschieden- 
heiten, die bislang über dieses gekoppelte Schwingungssystem in der Literatur herrschten, 
sind zum Teil ein Anlaß für diese Arbeit gewesen ')?’j: Prof. Schuler vertritt die Auffassung, 
daß bei dem Senwingungssystem, Schiff — Schlingertank, die Reibungskopplung wesentlich 
zu der eünstigen Wirkungsweise des Schlingertanks beiträgt, während man bisher in der 
Literatur und auch in der Praxis die Reibungskopplung in der Berechnung der Schlingertanks 
vernachlässigte und bestrebt war, bei der Konstruktion der Tanks die Reibungskopplung 
mörlichst klein zu machen. Es erscheint für die Klärung der erwähnten verschiedenen Auf- 
[assungen angezeigt, zunächst einmal zwei Schwingungssysteme zu behandeln, welche nur 
reibungsgekoppelt sind. Die Reibungskraft ist proportional der Geschwindigkeit angenommen. 
Den folgenden Betrachtungen liegen durchweg Drehsehwingungssysteme zugrunde. Indessen 
sei bemerkt, daß die gefolgerten Ergebnisse ohne weiteres auf Systeme mit geradlinigen 
Schwingungen übertragen werden können. Die zur Belegung der Theorie angestellten Ver- 
suche sind im Institut für angewandte Mechanik der Universität zu Göttingen ausgeführt worden. 

Hlerrn Prof. Schuler bin ich für seine rege Anteilnahme am Fortschritt der Arbeit 
und für die vieien Mühen, denen er sich unterzog, um die gedanklichen und praktischen 
Schwierigkeiten der Arbeit zu überwinden, zu großem Dank verpflichtet. 


2. Bedeutung der verwendeten Größen. 
y Winkelausschlag des ersten Systems. 
= Winkelausschlag des zweiten Systems. 
9 = Trägheitsmoment des ersten Systems. 
1 Trägheitsmoment des zweiten Systems. 
c; - Stabilitätsmoment des ersten Systems. 
= Stabilitätsmoment des zweiten Systems. 


\. . 4 » . r > ” C 
v, = Eigenschwingungszahl des ersten Systems, definiert durch die Beziehung: v7; z 
7 
2° er . ’ » . . . 57 Ü 
"= Eigenschwingungszahl des zweiten Systems, definiert durch die Beziehung: vf zZ 
>” 
P=iwröße des erregenden Kraftmomentes. 
» == Periode des erregenden Kraftmomentes. 
«= Verhältnis der Trägheitsmomente beider Systeme, definiert durch die Beziehung: 
() 
s II i j 
= (dimensionslos). 
Ä 2} 


') M. Schuler, Zweiter internationaler Kongreß für technische Mechanik, Zürich 1926. 
?) M. Schuler, Werft, Reederei, Hafen, IX. Jahrg. 1928, Heft 14. 
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d - Verhältnis der Eigenfrequenzen der beiden Systeme, definiert durch die Beziehung: 
"ı 
v7 
Verhältnis der Periode des erregenden Kraftmomentes zur Eigenschwinguneszahl 


N (dimensionslos). 


des ersten Systems, definiert durch die Beziehung: y 2 (dimensionslos). 
| 
N = Koefftizient der Reibungskopplung beider Systeme. 
l = bezogener Koeffizient der Reibungskopplung beider Systeme, definiert durch die 
Beziehung: k=K- . (dimensionslos). 
| 
A - Amplitude des ersten Systems. 
B = Amplitude des zweiten Systems. 
I, Resonanzfunktion des ersten Systems ohne Kopplung. 
I’,  Resonanzfunktion des ersten Systems bei Reibungskopplung. 
Pırn Resonanzfunktion des zweiten Systems bei Reibungskopplung. 
K — Phasenverschiebung des ersten Systems gegen das erregende Kraftmoment. 
» = Phasenverschiebung des zweiten Systems gegen das erregende Kraftimoment. 
e = Phasenverschiebung der beiden Systeme untereinander, definiert durch die Be- 
ziehung: e=n—A. 


Alle vorkommenden Winkel sollen positiv gerechnet werden, wenn das System im ent- 
eereneesetzten Sinne des Uhrzeigers ausschwingt. 


3. Erzwungene Schwingungen eines ungekoppelten Systems. Um den Einfluß der Reibungs- 
kopplung auf die Schwingungssysteme besser erkennen zu können, sollen zunächst die er- 
zwungenen Schwingungen eines ungekoppelten Systems behandelt werden. Dabei sollen gleich 
die Abkürzungen und Buchstaben eingeführt werden, die wir später benötigen. 

Unter einem solchen ungekoppelten System kann man sich ein physisches Pendel vor- 
stellen, welches durch ein äußeres Kraftmoment periodisch erregt wird. Auch eine Flüssig- 
keit, die sich frei beweglich in einem als feststehend anzusehenden U-förmigen Rohr befindet. 
soll nach unserer Festlegung ein ungekoppeltes Schwingungssystem darstellen. 

Mathematisch wird ein solches ungekoppeltes Schwingungssystem, dessen Reibung ver- 
nachlässiget wird, und auf das ein äußeres Kraftmoment P mit der Periode » wirkt, wenn 
man nur kleine Schwingungen betrachtet, durch folgende Gleichung wiedergegeben: 


a a re 
Mittels des Ansatzes g 4. e”! erhält man für die Amplitude die Gleichung: 
P | 
. I_y (2) 


Aus dieser Beziehung folgert man: Der Absolutwert der Amplitude ist umgekehrt proportional 
dem Stabilitätsmoment des ersten Systems und direkt proportional dem äußeren Kraftmoment 
| 
und dem Ausdruck: oe Diesen mathematischen Ausdruck wollen wir die Resonanz- 
funktion eines ungekoppelten Systems nennen und dafür abgekürzt schreiben: R,, wo der 
Index O darauf hinweisen soll, daß im Gegensatz zu den späteren Resonanzfunktionen reibungs- 
zekoppelter Systeme hierunter die Resonanzfunktion für die Kopplung Null gemeint ist. Bei 
vorgegebenem äußerem Kraftmoment wird also die Größe der Amplitude nur von der Frequenz 
des erregenden Kraftmomentes, die in y eingeht, abhängen. Es genügt also im wesentlichen 
die Resonanzfunktion: 


RR, l 8 


(9) 
zu erörtern. 

Ist die erregende Frequenz » =V, also y=0, so Ist die Resonanzfunktion gleich 1. 
Die Amplitude ist also dann gleich der statischen Auslenkung des Systems, die dureh ein 
dauernd wirkendes Kraftmoment P hervorgerufen würde (siehe Gl. 2). Man kann also die 
Resonanzfunktion als diejenige Zahl auffassen, mit der man den statischen Auslenkungswert 
multiplizieren muß, um die Größe der Amplitude der erzwungenen Schwingungen für eine 
beliebige Frequenz zu erhalten. Es soll uns im folgenden das Vorzeichen der Amplitude nicht 
interessieren, und wir wollen, wenn wir von der Größe der Amplitude sprechen, darunter 
ihren Absolutwert verstehen, vorausgesetzt, daß nicht ausdrücklich etwas anderes erwähnt 
ist. Trägt man den Absolutwert der Resonanzfunktion in Abhängigkeit von y graphisch auf, 








ngew, 
Mech. 





ung: 


zahl 


die 


Ines: 
e Er- 
eich 


VOr- 
ssig- 


ıdet 


ver- 
venn 


(l). 


(2). 


onal 
nent 


1allZ- 


der 
INgS- 

Bei | 
UENZ 
chen 


(3) 


h 1. 
ı ein 

die 
wert 
eine 
yicht 
inter 
ähnt 
auf, 





and 13, Heft 3 


Juni 1933 


Hahnkamm. Schwingungen reibungszekoppelter Schwingungssysteme 185 





<» erhält man eine Kurve, wie sie in Abb. 1 wiedergegeben ist. Für y=0 ist RA, 1. Mit 
>» geht R,>0. Für y=I1 wird AR, unendlich groß. 


Der Gedankengang im folgenden ist nun der, daß man durch die Kopplung des Systems 
mit einem zweiten System das Unendlichwerden der Amplitude des ersten Systems zu ver- 
meiden sucht. Dabei wird man darauf zu achten haben, daß die Amplitude des zweiten 
Systems dureh die Einwirkung der Kopplungskräfte nicht zu groß wird. Denn praktisch darf 
eine gewisse Grenze nieht überschritten werden, und theoretisch ist bei Drehschwingungs- 
systemen eine wese 'ntliche Voraussetzung für die Gültigkeit der Differentialgleichungen, daß 
die Winkelausschläge genügend klein bleiben, damit der sinus durch den Winkel ersetzt 
werden kann, 
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\bb. 1. Resonanzfunktion eines ungekoppelten Systems. Abb. 2. Zwei Abb. 3. Reibungskopplung 
reibungsgekop- zwischen einem starren Pen 
pelte Pendel. del und einem Flüssigkeits 


pendel. 


Hauptteil: Zwei reibungsgekoppelte Systeme. 


Physikalische Beispiele. Es sollen nun zwei Schwingungssysteme betrachtet werden, 
welehe dureh Reibungskopplung verbunden sind. Dabei sei die Reibungskopplung proportional 
der Differenz der Winkelgeschwindigkeiten der beiden Systeme angenommen. Es soll nur 
die Reibung der Systeme gegeneinander, also die Reibungskopplung, und nicht die Reibung 
der Systeme nach außen, die proportional den Winkelgeschwindigkeiten in Ansatz zu bringen 
wäre, berücksichtigt werden. Auf diese Weise tritt die Wirkung der Reibungskopplung am 
stärksten in Erscheinung. 


Physikalisch kann man sich unter zwei solchen Schwingungssystemen zwei Pendel vor- 
stellen, wie sie in Abb. 2 wiedergegeben sind. Die beiden Pendel schwingen um einen ge- 
meinsamen Aufhängepunkt S und reiben sich irgendwie aneinander. Dabei ist ihre Reibung 
nach außen vernachlässigbar klein zu machen. 


Eine weitere Verwirklichung zweier reibungsgekoppelter Schwingungssysteme stellt ein 
gewöhnliches, mechanisches Pendel dar, das mit einem Flüssigkeitspendel gekoppelt ist. In 
Abb. 3 ist ein solches Schwingungssystem wiedergegeben. Durch die eingezeichnete Drossel- 
klappe k kann man zwischen beiden Pendeln eine Reibung einstellen. Wichtig bei dieser 
Anordnung ist, daß die Aufhängepunkte beider Pendel zusammenfallen; in der Abb. 3 ist 
der Punkt S, daß ferner der Querschnitt (dessen Form natürlich beliebig sein kann) des 
lüssigkeitsrohres konstant ist und daß dieses Flüssigkeitsrohr kreisförmig gebogen ist, da 
man es sonst im allgemeinen nicht mit reiner Reibungskopplung zu tun hat. Es sei wiederum 
nur Reibung der Systeme gegeneinander (proportinal zu |9 — Y'|), aber keine Reibung propor- 
tional zu 9 bzw. y vorhanden. 


Die mathematische Gleichung für zwei reibungsgekoppelte Systeme. Es sollen nunmehr 
die erzwungenen Schwingungen zweier solcher reibungsgekoppelter Schwingungssysteme be- 
handelt werden. Auf das erste der beiden Systeme wirke ein äußeres Kraftmoment P mit der 
'requenz . Mathematisch kann man zwei reibungsgekoppelte Schwingungssysteme wieder- 
seben durch die Gleichungen: 


I, m u Cı q En RK (4 y) ; P : eiwt | | 
Iıy + eny + K(y — g)—=0 | 
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3. Veranschaulichung der Größen und ihre Messung an den Beispielen. Um die System- 
konstanten zu veranschaulichen, möge ihre Bestimmung bei den erwähnten beiden Beispielen 
kurz angegeben werden. 

Bei den Pendeln, wie sie Abb. 2 wiedergibt, mißt man das Stabilitätsmoment ce, des 
ersten Systems, indem man ein bekanntes Drehmoment auf dieses Pendel einwirken läßt und 
nach der Einstellung durch Messung des Ausschlages ec, errechnet. Ganz entsprechend be- 
stimmt man ep. Die Eigenschwingungszahlen der beiden Systeme werden gemessen, indem 
man die Kopplung aufhebt und die einzelnen Pendel unabhängig voneinander schwingen läßt. 
Damit hat man auch die 'Trägheitsmomente ©, und ©, der beiden Systeme; denn die ge- 


messenen Eigenschwingungszeiten 7; und T,, hängen mit den Eigenschwingungzahlen der 
») 


. . N . a JIt . rg .. . 

Systeme dureh die einfache Beziehung » = p Zusammen, und die Trägrheitsmomente der 
beiden Schwingungssysteme lassen sieh aus Eigenschwingungszahl und Stabilitätsmoment durch 
u ” C . « .. ® .. * . 
die bekannte Beziehung © ; berechnen. Die Stärke der Reibungskopplung läßt sich 

vv 


folgendermaßen bestimmen: Eins der beiden Pendel hält man dauernd fest, läßt das zweite 
schwingen und berechnet durch die Messung des Amplitudenabfalls das logarıthmische De- 
krement, woraus man dann die Kopplungsstärke errechnen kann; denn seien A, und A 
zwei aufeinander folgende Ausschläge nach der gleichen Seite, so ist: 


“7 ı 


2nK 
"Vs 9nen— Ah’ 
Aus dieser Gleichung kann man AK berechnen. 

Beim zweiten angeführten Beispiel, welches in Abb. 3 dargestellt ist, mißt man einmal 
dureh Absperren des Verbindungskanals der beiden Rohrenden und Auslenken des Gesamt- 
systems mittels eines bekannten Momentes e7—+p. Wenn man dann den Sperrhahn öffnet, 
mißt man nur noch ec), wobei unter dem Flüssigkeitspendel das System II zu verstehen ist. 
Durch Differenzbildung hat man dann auch das Stabilitätsnoment 7, des Flüssigkeitspendels. 
Um «die Eigensehwingungszahl des ersten Systems festzustellen, entfernt man die Flüssigkeit, 
stößt das erste System an und mißt die Schwingungszeit, womit man dann die Eıgen- 


In 


schwinzungszahl dureh die erwähnte Beziehung » n berechnet. Durch die Entfernung der 
Flüssigkeit ist die Reibungskopplung zu Null gemacht. Zur Messung der Eigenschwingungszahl 
des Flüssigkeitspendels hält man das erste System fest und stößt die Flüssigkeit irgendwie an. 
Durch Herausnehmen der Verschlußstopfen an den Rohrenden ist die Reibung möglichst klein zu 
machen. Aus der Eigenschwingungszahl T,,; erhält man dann wieder die Eigenschwingungszahl »;; 


Ir 


T° 


InA,„- In 4 


durch die Beziehung v7; Dann hat man die Trägheitsmomente 9, und 9, der beiden 


Systeme mittels der Beziehung »’ Die Stärke der Reibungskopplung bestimmt man wie 


J 
bei Beispiel 1 dadurch, daß man das erste System festhält und durch Messung der Amplituden- 
abnahme der angestoßenen Flüssigkeit das logarithmische Dekrement ermittelt, woraus man 
den Kopplungskoeffizienten K wie unter Beispiel I erreehnen kann. Übrigens kann man die 
Systemkonstanten des Flüssigkeitspendels aus den Dimensionen desselben sehr leicht angeben. 
Wenn der (uerschnitt des Rohres mit @, der Abstand des Aufhängepunktes S vom mittleren 
Stromfaden der Flüssigkeitssäule mit b und die Länge des Flüssigkeitsfadens mit L be- 
zeichnet wird, so ist, wenn man die in Richtung von b gehende Ausdehnung des Rohres als 
klein geren b annimmt, in erster Näherung: 


» >) .,h2 “ ne 
Cı - I, () win () I l; . 


/ 7 
wo mit y das spezifische Gewicht der Flüssigkeit und mit g die Erdschwere bezeichnet Ist 


4. Die Aufstellung der Resonanzfunktionen. Zur weiteren mathematischen Behandlung 
der Gl. (4) kann man den Ansatz machen: 


Q Aeivt y' Bei»t. 


Für die Amplituden erhält man die Gleichungen: 


p Cy I“ him 
ur (ec; Io” + Kimylen In“ 4 Kio)- K’n? \ 
(»)). 
BP. Nie 
- (€ Io" + Kiw)te,, I o”—+ Kiw)+ KK’ 
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Für die Quadrate der Absolutwerte der Amplituden erhält man: 


, P? u(O° y°)’ | ey 
i cr rl y?) (6° — y’)P + YA’ [ll — y?) + 2? (6? — y’)l 
hr P? ey 
BT el EP HrE + 


Die Erklärung der eingeführten Abkürzungen ist unter „Bedeutung der verwendeten Größen“ 
Für die obigen Gleichungen kann man setzen: 
P? P? 


A 2_ u Rn B ; "Ey Rık . . . . . . . . . . . . . . (6). 
C C 


eerel EN. 


Darin bedeuten: Ay, die Resonanzfunktion des ersten Systems und Ar» die Resonanzfunktion 
des zweiten Systems bei vorhandener Reibungskopplung. Die Amplituden der beiden Systeme 
sind also direkt proportional der Größe der erregenden Kraft und ihrer zugehörigen Resonanz- 
funktion und sie sind umgekehrt proportional dem Stabilitätsmoment des ersten Systems. Man 
kann sich. wenn man die Größe des Kraftmomentes und das Stabilitätsmoment des ersten 
Systems als gegeben annimmt, wie es in praktischen Fällen allgemein zu sein pflegt, auf die 





Erörterung der beiden Resonanzfunktionen beschränken. Diese sind definiert durch die 
Gleichungen: 
2 u (ö" — y’)’ + y’k° 
Rn = a (1 — y°) (6° — yP) + y’ klar (6° — y’) + — yY’)] 
(4). 
> 2 k 
rel HL + 


5. Verhalten der Resonanzfunktionen in den Grenzfällen. Um die Resonanzfunktionen 
auf ihre Riehtigkeit zu prüfen, mögen folgende Grenzbetrachtungen angestellt werden: 

I. Grenzwerte von k. Die Rresonanzfunktionen müssen, wenn man die Kopplung 
immer schwächer werden läßt, gegen die Funktionen für ein ungekoppeltes System streben. 


Aus den Gl. (7) folgt mit k>V: 


Rn 2)? 


Tr 4 
k>v0(l 
Macht man die Reibungskopplung immer stärker, so wird schließlich die Bewegung der 
heilen Systeme gegeneinander aufhören, und man hat die gleichen physikalischen Verhältnisse 
wie bei einem einzelnen Schwingungssvstem. 
Mit > streben: 
| 1 


Bk % “(6° —y?) + (1 —YP)] Kunz er — FE -—- TE 


‘ 


Man hat also wieder ein einzelnes System, das sich aus den beiden gekoppelten zusammen- 
setzt. Die Trägheitsmomente der Einzelsysteme addieren sieh und auch die Stabilitätsmomente. 
Das Gesamtsystem hat eine Eigenschwingungszahl, die man aus der Nullstelle des Nenners 
1 + u 0? 
1+ u. 

2. Grenzwerte von «. Kin weiteres Ergebnis, das aus den Gl. (7) folgen muß, ist 
folgendes: Wenn man das zweite System immer kleiner werden läßt, so wird es schließlich 
keinen Einfluß auf das erste System mehr ausüben. Das erste System wird so schwingen, 
alsob es gar nicht gekoppelt wäre, und das zweite System schwingt genau so wie das erste. 
Wird das zweite System sehr klein, so heißt das, « wird sehr klein. Mit «> streben: 

| | 
Kr’ Zr (1 „ey? Pk us n ya) 


‘ ‘ 


leicht ermittelt: y’;— 


Weiter erwartet man, wenn man das zweite System immer größer werden läßt, das heißt u 
gegen ® gehen läßt, daß das erste System wenig erregt wird, und zwar um so weniger, je 
stärker es mit dem zweiten System gekoppelt ist. Und das zweite System wird wegen seiner 
Größe vollkommen ruhig bleiben. Es sei allerdings bemerkt, daß es einen Fall gibt, für den 
auch das zweite System trotz seiner Größe sehr stark erregt werden kann (darüber siehe 


unter: Versagerfälle). 
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Aus den Gl. (7) folgt mit u—x: 


Napa’ +y 


/ ı ‘ 


Rur—D., 
kn, 


vorausgesetzt d #1 (siehe Versagerfälle). 


> Grenzwerte von d. Macht man d sehr klein, so folgt aus den Gl. (7): 


n.: uy?—+ k? Rue u 
i or "gr r Pr. A > Li a rn f .. "ar > r Hıla ® 
ar PP lH] eier —- PORN 
Phvsikalisch bedeutet nach der Definition von 6 1 5>0, daß Y;, gexen Null strebt, also 
“ Y > 
I 
(las zweite System sehr langsam schwingt. Bei den beiden Pendeln der Abb. 2 erreieht man 
dieses, indem man das Stabilitätsmoment des zweiten Pendels sehr klein macht. Bei den 


Pendeln der Abb. 3 wird die Schwingungszeit des zweiten Pendels sehr groß, wenn man das 
kohr ganz mit der Flüssigkeit anfüllt, sie ist, wenn das Rohr vollkommen gefüllt ist, sogar 
unendlich groß, da dann das Stabilitätsmoment des zweiten Pendels Null ist. 


Umgekehrt folgt aus den Gl. (7), wenn man d>%x gehen läßt 


rn s rn ’ 


( 


Be rn u ——»(), 
"> f (| y”)' l_a,= L® ) L 


’ 


I’ sıkalısch berleutet ö>X., rı] wird selr eroß, also las zweite System schwingt he BE 
Bei den Pendeln der Abb. 2 erreicht man dieses, indem man das Stabilitätsmoment des 
zweiten Pendels groß und sein Trägheitsmoment möglichst klein macht. Praktisch ıst man 
an die Verhältnisse natürlich sehr gebunden. Bei den Pendeln der Abb. 3 wird das Flüssıg- 
keitspendel um so schneller schwingen, je kürzer der Flüssigkeitsfaden ist. Auch hier er- 
reicht man nur endlich große Werte von d (hierzu siehe auch unter: „Zwei Anwendungsbei- 
spiele der keibungskopplung” ). 

‘ı) 


I. Grenzwerte von y. Als letzten Grenzfall mögen die extremen Werte von y 


betrachtet werden. Aus Gl. (7) folgt mit y—®: 


IR l 2 > | Ir, I rn ya o 


P’hvsikalisch heißt y>0, daß das Kraftmoment dauernd wirkt. Das erste System wird um 
einen konstanten Betrag ausgelenkt, der nur von der Größe des Kraftmomentes und des 
Stabilitätsmomentes des ersten Systems abhängt, völlig unabhängig aber sein muß von den 
Dimensionen des zweiten Systems und der Stärke der Reibungskopplung. Das zweite System 
darf dabei nieht auszelenkt werden. Diese Erwartungen stimmen nit dem obigen Ergebnis 
überein, wie ein Bliek auf die Gl. (6) zeigt. Nimmt die Frequenz des erregenden Kraftmomentes 
einen sehr großen Wert an, das heißt geht y gegen unendlich, so folgt für die Resonanz- 
funktionen aus den Gl. (7): 
Th Mk“. 0. 
>& >« 


Da die Amplituden, wie aus den erwähnten Gl. (6) ersichtlich, den Resonanzfunktionen direkt 
proportional sind, werden die Amplituden beider Systeme unendlich klein, wenn die Frequenz 
des erregenden Systems unendlich groß wird. Physikalisch bedeutet dieses, das Kraftmoment 
übt keinen Einfluß mehr auf die Schwingungssysteme aus. Dem häufigen Drehrichtungs- 
wechsel können die Schwingungssysteme wegen ihrer mechanischen Trägheit nicht mehr 
folgen. Es ist dies ein ganz entsprechender Fall, wie er in der Elektrotechnik vorliegt, wenn 
man einen Wechselstrom mit einem Drehspulgalvanometer messen würde. 


6. Erörterung der Resonanzfunktionen. Es sollen nunmehr die Resonanzfunktionen in 
ihrer Abhängeiekeit von den verschiedenen Größen näher betrachtet werden. In der Praxis 
ist die erregende Frequenz die willkürliche variable Größe, während die Systemkonstanten 
zwar auch jede beliebige, praktisch erreichbare Größe annehmen können, aber nach ihrer 
Festlegung als Konstante anzusehen sind. Deswegen sollen die Resonanzfunktionen als 
Funktionen der unabhängigen Veränderlichen y aufgefaßt werden, und die Systemkonstanten 
sollen die Rolle von Parametern der Funktionen spielen. Wir tragen also y als Abszisse 
auf und den Absolutwert der Resonanzfunktion als Ordinate. Da es physikalisch keinen Sinn 
hat, von negativen Frequenzen zu sprechen, sollen die Resonanzfunktionen nur entlang der 
positiven Abszissenachse betrachtet werden. Wie sich zeigen wird, tritt y in allen behandelten 
Resonanzfunktionen nur quadratisch auf, so daß die Resonanzfunktionen zur Ordinatenachse 
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symmetrische Funktionen darstellen. Daher werden die Ergebnisse durch die alleinige Be- 
trachtung des Kurvenastes mit positiver Abszisse auch mathematisch nicht unvollständig. 
Wie schon erwähnt, interessiert im allgemeinen nicht das Vorzeichen der Amplitude, also 
auch nieht das Vorzeichen der Resonanzfunktion. Deshalb wollen wir uns die Betrachtung 
noch dadurch vereinfachen, daß wir nur den Absolutwert auftragen. Die Gl. (7) geben wegen 
ihrer quadratischen Form auch nur Absolutwerte an. Wo aber das Vorzeichen von Bedeutung 
ist. muß man auf die Gl. (5) zurückgreifen. 

Es werfen sieh nunmehr folgende Fragen auf: Wie hat man die zur Verfügung stehenden 
Systemkonstanten d und « zu wählen, um eine möglichst günstige Einwirkung des hinzu- 
eefügten zweiten Systems auf das erregte, erste System zu erzielen. Kann man Gefahr laufen, 
den eieentliehen Zweek der Kopplung, nämlich die Beseitigung der Resonanzstelle beim ersten 
System für y-- 1, durch eine gewisse, ungeeignete Wahl der Systemkonstanten zunichte zu 
machen? Kann man durch Einstellung einer bestimmten Kopplungsstärke % es dahin bringen, 
daß jeder andere Wert der Reibungskopplung ein Größerwerden des absoluten Maximums der 
Funktionskurven zur Folge hat? Zunächst sollen ganz allgemeine Ergebnisse, die un- 
mittelbar aus den Gl. (7) gefolgert werden können, angeführt werden. Aus den Ergebnissen 
wird sieh dann die weitere Behandlungsmethode ergeben. 

Aus den Gl. (7) folgt: 

I. Die Nenner der Resonanzfunktionen beider Systeme sind gleich. 

> Die Resonanzfunktionen der beiden Systeme sind gleich in dem Falle, daß die er- 
rexende Frequenz mit der Eigenschwingungszahl des zweiten Systems übereinstimmt. In 
allen anderen Fällen ist die Resonanzfunktion des zweiten Systems kleiner als die des ersten 
Systems. 

3. Die Resonanzfunktionen beider Systeme sind stets von Null verschieden, wenn man 
die Grenzfälle k = 0 oder y 0 ausschließt. 

t. Der Nenner der Resonanzfunktionen stellt die Summe zweier Quadrate dar und wird 
gleich Null, wenn beide Quadrate gleichzeitig Null werden, dann werden die Resonanzfunk- 
tionen unendlieh. Hierzu siehe unter Versagerfälle. 

5. Die Resonanzfunktionen beider Systeme sind im allgemeinen mit dem Koeffizienten 
der Reibungskopplung veränderlich. 


7. Versagerfälle. Unter einem Versagerfall soll verstanden werden, daß die System- 
konstanten so ungeeignet gewählt wurden, daß trotz der Kopplung die Amplitude des erregten 
Systems für eine bestimmte Frequenz unendlich groß wird. 

Aus den Gl. (7) folgt, daß die Zähler beider Resonanzfunktionen stets größer als Null 
sind, wenn man die Grenzfälle y VO oder 7-0 ausschließt. Der Nenner der beiden Resonanz- 
funktionen kann unter Umständen Null werden, nämlich dann, wenn die beiden Quadrate im 
Nenner gleichzeitig Null werden. Man bestätigt an Hand der Gl. (7), daß ein solches gleich- 
zeitiges Nullwerden der beiden Quadrate des Nenners, dann und nur dann eintritt, wenn 
d 1 ist, das heißt, wenn die beiden Systeme gleiche Schwingungszeiten haben. Und zwar 
werden die Quadrate Null für y 9° 1. Die beiden Systeme schwingen also theoretisch 
unendlich stark für die gleiche erregende Frequenz, für welche das ungekoppelte System mit 
dem erregenden Kraftmoment resoniert. Für d=1 tritt der Versager auf, ganz gleichgültig, 
wie fest die beiden Systeme aneinander gekoppelt sind und gleichgültig wie groß das zweite 
System ist. Diesen Versager hat zuerst M. Schuler festgestellt (siehe Fußnote 1). 

In Abb, 4 ist eine Versagerkurve des ersten Systems für verschiedene Werte der Kopp- 
lungsstärke gezeichnet worden. Der Kopplungsfaktor k wächst in Richtung der Kurven Ibis VI. 
Für die Kurve I ist +=0, für die Kurve VI ıst 7 x. Man sieht, die Breite der Resonanz- 
stelle wird mit wachsendem Kopplungskoeffizienten immer kleiner und strebt mit >» einem 
Grenzwert zu. Diese Grenzkurve ist eine normale Resonanzkurve eines ungekoppelten Systems 
mit dem Stabilitätsmoment e7—+ej; und dem Trägheitsmoment 9 + I. 

In Abb. 7 ist eine Versagerkurve des zweiten Systems für verschiedene Werte der 
Kopplungsstärke aufgetragen worden. Hier liegen die Verhältnisse umgekehrt. Mit wachsendem 
k, k wächst in Richtung der Kurven I (k 0) bis VII (k x), wird die Resonanzstelle 
immer breiter und strebt mit k—> x gegen die gleiche Grenzkurve, gegen die das erste System 
mit > strebt. Mit >00 artet die Resonanzkurve des zweiten Systems zu einem Strich 
aus, die Resonanzfunktion des zweiten Systems ist überall Null und für y=1 ist sie unstetig. 


8. Die Frequenzen des erregenden Kraftmomentes, für welche die Resonanzfunktionen 
unabhängig sind von der Stärke der Reibungskopplung. Die Resonanzfunktionen Gl. (7) sind 
ım allgemeinen nieht unabhängig von dem Wert der Reibungskopplung. Die Resonanzfunk- 
13* 
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r . - 2 a? —+-b? k? N . . Ro: . y 
tionen haben die Form: 7? > per WO 4, b,c,d unabhängig von k sind. Für die Un- 
ce" — dk 

abhäneiekeit dieses Ausdruckes von k hat man die Bedinzung: 

dt” h° 

FE VE N EHE ELTERN. 
e 


Für die Resonanzfunktion des ersten Systems folgt aus dieser Beziehung: 
Die Determinante ist Null, wenn: 


ET ES 


‘ 


ist. Das heißt, der Wert der Resonanzfunktion ist bei einer statischen Auslenkung unab- 
hängig von der Stärke der Reibungskopplung, und das erwartet man auch. Denn physikalisch 
bedeutet dies: Man erhält bei den oben angeführten, durch die Abb. 2 und Abb. 3 dargestellten, 
reibungsgekoppelten Schwingungssystemen bei statischer Auslenkung des ersten Systems für 
gleiche Drehmomente Ausschläge, die unabhängig von der Stärke der Reibungskopplung sind, 
vorausgesetzt, daß man die völlige Einstellung abwartet. 


Ferner ist die Gl. (S) erfüllt, wenn (6° - y’’=0 ist. Wenn also: 
/ YN ai Ö . . . . . . . . . . . . R . r (Sb) 
ist. Für die Abszisse y=yy=0o ist die Resonanzfunktion des ersten Systems also ebenfalls 


unabhängig von der Reibungskopplung. Die Wurzel y=yy==6 ist eine dreifache der Gl. (S). 
Schließlieh ist die Gl. (5) erfüllt, wenn: 


v’— yo? —— a N ae ee ar EEE 


ist. Als Ergebnis dieser Betrachtungen hat man also: Für die Abszissen 
N u" ö’—+2 
nr (0) nr ( EU | 4 r 

D N ‚H + ) 
ist die Resonanzfunktion des ersten Systems unabhängig von der Stärke der Reibungskopplung. 
ls behält die Resonanzfunktion ihre Werte für diese Abszissen bei, auch wenn k=-0 ist. 
Man kann also die Werte der Resonanzfunktion des ersten Systems bei Reibungskopplung 
für «diese Abszissen ermitteln, indem man in die Resonanzfunktion eines ungekoppelten Systems 


für die Abszissen die obigen Werte einsetzt. Es ist: 


| u 2 


ar > | 1 ap u - - 3] . 
Yx) | N? It, / Y’n) url N?) ()) 


R,\ıy 0) l R,(y 


ON\/ ON 


Für den Verlauf der Funktionskurve des ersten Systems bei Reibungskopplung hat man also 
folgende Anhaltspunkte: Die Kurve geht durch die drei Punkte mit den Koordinaten 
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\bb. 4. Resonanzkurven des ersten Systems im Versager \bb.5. Resonanzkurven des ersten Systems im Falle d<!] 
fall (9 =1) für verschiedene Werte des Kopplungs für verschiedene Werte des Kopplungskoeffizienten. 
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und zwar für jeden beliebigen Wert des Kopplungskoeffizienten. Außerdem folgt daraus, daß 
der Nenner der Resonanzfunktion Gl. (7) von höherer Ordnung mit y unendlich groß wird als 
der Zähler, daß die Resonanzfunktion sich bei größerwerdendem y immer mehr der Abszissen- 
achse nähert. Die ermittelten, näher interessierenden Festpunkte sollen wie folgt bezeichnet 


werden: | 
Der Festpunkt mit den Koordinaten: 


| 2 
’ Ö KR: | FE mit N. 
Der Festpunkt mit den Koordinaten: 
,„ %uW-+2 R u,+2 Tr 
i wW"-+3% ie all Be“ " 


Für die Resonanzfunktion des zweiten Systems folgt aus Gl. (5): Die Determinante ist Null, 
wenn u ist. Das bedeutet aber für « einen Grenzwert, der schon unter den Grenzfällen 
erörtert worden ist und nichts wesentlich Neues liefert. Die Funktion ist ferner unabhängig 
von k für y=0, dann ist Ay. 0. Physikalisch ist dies Ergebnis einleuchtend. Denn y 0 
heißt ja, das Kraftmoment wirkt dauernd. Lenkt man das erste Pendel der in Abb. 2 und 
Abb. 3 dargestellten Schwingungssvsteme mittels eines konstanten Drehmomentes aus, so 
wird das zweite System nicht ausgelenkt, wie es das theoretische Ergebnis auch fordert. 
Dieses Kriterium kann man zur Unterscheidung von Reibungskopplung und Kraftkopplung 
anwenden®). Die Gl. (5) ist schließlich erfüllt, wenn y 1 oder wenn y--6 ist. Wir haben 
also das Ergebnis: für die Abszıssen 

v——() Yr: N) Yh En se A : : a r A (10) 
ist die Resonanzfunktion des zweiten Systems unabhängig von der Stärke der Reibungskopplung. 


Man kann die Ordinaten dieser Festpunkte leicht ermitteln, indem man die Abszissen in die 
Resonanzfunktion des zweiten Systems einsetzt. Es ist: 


Rırtly 0) 0 : 4 : ö } R z . s i R r R . . ö (11a), 
| 
Rırly YN): | 2 j : i . ; } e i i . r u (il), | 
| 
Rırly ’n) el nn ET (Ile). 


Die näher interessierenden Festpunkte sollen wie folgt bezeichnet werden: 


Der Festpunkt mit den Koordinaten 


| = 
y=06 Br | 2 mit NV. 
Der Festpunkt mit den Koordinaten 
| 
y | Peıyı Ag mit Jr. 


Wie man durch Vergleich feststellt, ist der Festpunkt N der Resonanzfunktion des zweiten 
Systems identisch mit dem Festpunkt N der Resonanzfunktion des ersten Systems, daher ist 
die Bezeichnung auch gleich gewählt worden. Für den Verlauf der Funktionskurven des 
weiten Systems kann man folgendes aussagen: Alle Kurven beginnen im Nullpunkt des 
koortdinatensystems. Alle Kurven gehen durch die Festpunkte N und h. Im Festpunkt N 
berührt die Funktionskurve des zweiten Systems diejenige des ersten Systems. Alle Kurven 
(des zweiten Systems gehen mit wachsendem y gegen die Abszissenachse, weil der Nenner der 
Itesonanzfunktion des zweiten Systems mit wachsendem y von höherer Ordnung unendlich 
wird als der Zähler. 
In Abb. 5 ist eine Funktionskurve des ersten Systems für ein d_1 aufgetragen, in 
Abb. 6 eine solehe für ein 9 —1. Man sieht: In beiden Festpunkten schneiden sich alle 
Kurven. // und N müssen Schnittpunkte und keine Berührungspunkte sein, denn die Wurzel 
ya Ist eine einfache Wurzel und die Wurzel 7 yy ist eine dreifache Wurzel der Gl. (8). 
In Abb. 8 ist eine Funktionskurve des zweiten Systems für ein d<_ 1 aufgetragen und 
in Abb. 9 eine solche für ein 6 1. Man sieht: In beiden Festpunkten berühren sich alle 
Kurven. Und dies muß auch so sein, denn beide Wurzeln sind zweifache Wurzeln der Gl. (8). 


‘ 


3) M, Schuler, Zeitschrift für technische Physik, X. Jahrgang 1929, Nr. 9. 
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Hahnkamm. 
9, Die Lage der Festpunkte. Erstes System: Man kann über die Lage der beiden 
Festpunkte N und /1 der Resonanzfunktion des ersten Systems folgendes aussagen: Beide 
Festpunkte liegen auf der Funktionskurve eines ungekoppelten Systems. Man folgert weiter 
aus den Beziehungen (Sb), (Se), (Ob), (Ve): Für d=1 haben beide Festpunkte die gleiche 
Für ö 1 liegen beide Festpunkte auf dem Kurvenast (y<_ 1) der Resonanz- 


Abszisse y l. 
I liegen 


funktion eines ungekoppelten Systems, wie sie in Abb. I wiedergegeben ist. Für od 


beide Festpunkte auf dem Kurvenast (y 1) der Funktionskurve eines ungekoppelten Systems. 


Ks ist stets die Ordinate von dem Festpunkt // größer als diejenige des Festpunktes N. Es 


























Abb.7. Resonanzkurven des zweiten Systems im Versager 
I) Für verschiedene Werte des Kopplungs- 
koeffizienten. 


\hbb. 6. Resonanzkurven des ersten Systems im Falle 0 >1 
fir verschiedene Werte des Kopplungskoeffizienten. falle (0 
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im Falle Abb. 9. Resonanzkurven des zweiten Systems im Falle 


\bb.s. Resonanzkurven des zweiten Systems 
d>] für verschiedene Werte des Kopplungskoeffizienten. 


"<| für verschiedene Werte des Kopplungskoeffizienten. 


liegt also der Festpunkt // der Resonanzstelle der Funktionskurve eines ungekoppelten Systems 
stets näher als der Festpunkt N. Beide Festpunkte liegen auch auf der Funktionskurve, die 
man erhält, wenn man beide Systeme unendlieh festkoppelt. Aus den Beziehungen (Sb), (Se) 
und der Gleiehung für die Resonanzstelle des dureh die unendlich feste Kopplung erhaltenen 

| I-+ u 0° aan SE 
Gesamtsvstems: y’; 4 t ersieht man, daß die Festpunkte stets auf verschiedenen 
Ästen dieser Funktionskurve liegen. Und zwar liegt für 1 (siehe Abb. 5) der Festpunkt H 
auf dem Kurvenast mit den größeren Abszissen und .\ auf dem Ast mit kleineren Abszissen, 
Für Ö I (siehe auch Abb. 6) ist dies umgekehrt. Für d 1 (Versagerfall) haben beide Fest- 
Ye ER : I eleiche 


lI+ u 


m U” 


punkte und die Abszisse der Resonanzstelle des Gesamtsystems: 


Abszissenwerte, und die Ordinaten sind unendlich groß geworden. 
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Zweites System: Die Erörterung der Lage des Festpunktes N des zweiten Systems 
ist bereits beim ersten System geführt worden. Es ist hinzuzufügen: Beide Festpunkte h und N 
lieren auf der Funktionskurve des Gesamtsvstems (k x). Ihre Lage zu der Resonanzstelle 
‚les Gesamtsystems ist die gleiche wie beim ersten System, wenn man statt // jetzt h gesetzt 
denkt. Die Ordinate von A ist stets kleiner als diejenige von MH und sie ist kleiner, gleich 
oder größer als die Ordinate von N je nachdem, ob u größer, gleich oder kleiner als 1 ist. 
Dieses folgert man aus den bereits erwähnten Gleichungen und den Gl. (11b) und (lle). Für 
5 I (Versagerfall) sind die Abszissen der beiden Festpunkte und die Abszisse der Resonanz- 
stelle des Gesamtsystems gleich 1. Die Ordinaten der Festpunkte werden in diesem Fall 
beide unendlich groß. 


10. Günstigste Stärke der Reibungskopplung. Es erhebt sieh nunmehr die Frage, ob es 
einen günstigsten Wert des Kopplungskoeffizienten k für zwei beliebige, reibungsgekoppelte 
Schwingungssysteme gibt. Dabei wollen wir denjenigen Wert des Kopplungskoeflizienten für 
den günstigsten ansprechen, für welehen das absolute Maximum der Funktionskurve des 
ersten Systems einen kleinsten Wert annimmt. Um das zu entscheiden, möge zunächst unter- 
sucht werden, wie sich die Funktionskurven mit # verändern. Differenziert man die Resonanz- 
funktionen partiell nach dem Parameter k, so geben die Ableitungen Aufschluß über das 
Verhalten der Kurven hinsichtlich einer Veränderung von k. 


Für die Funktionskurven des ersten Systems liefert die Untersuchung: 
Wir wollen drei Fälle unterscheiden: 


I. ö 1. Die Kurve fällt für alle y, ausgenommen y= 1, dort ist sie unabhängig von k. 
Dieses Ergebnis finden wir in Abb. 4 bestätigt. 


II. 9 1. Die Kurve steigt mit wachsendem k in dem Gebiet: yy = yyp, sie fällt 


’ 


mit wachsendem k in den Gebieten: OT yo und yy<_y, schließlich ist sie unabhängig 


von k in den Festpunkten N und I. Dieses Ergebnis veranschaulicht die Abb. 5. 


Ill. 5 >1. Die Kurve steigt mit wachsendem k in dem Gebiet: yy_ y<_yy, sie fällt 


mit wachsendem k in den Gebieten: OT yZ_ yp und yy_ y und sie ist unabhängig von %k 
für y-yjy und yyy 0. Dieses Ergebnis finden wir in Abb. 6 bestätigt. 


Für das zweite System liefert eine entsprechende Untersuchung: Die Funktionskurven | 
des zweiten Systems steigen mit wachsendem % für alle y, ausgenommen y--1 und yo, 
dort sind die Funktionskurven unabhängige von k. Dies finden wir in den Abb. 7, S und 9 
bestätigt. 


Aus unseren Untersuchungen und aus den erwähnten Abbildungen können wir über die 
Wahl des günstigsten Kopplungskoeffizienten folgendes aussagen: Das absolute Maximum der 
Funktionskurven des ersten Systems kann nie kleiner werden als die Ordinate des Fest- 
punktes #7. Man wird also den Kopplungskoeffizienten so wählen, daß das absolute Maximum 
gerade diesen Wert hat. Jeder andere Kopplungskoeffizient vergrößert das absolute Maximum. 
Man berechnet den günstigsten Kopplungskoeffizienten folgendermaßen: Die Resonanzfunktion 
des ersten Systems wird nach y differenziert. In die abgeleitete Gleichung setzt man y=yy 
und löst nunmehr die gleich Null gesetzte Gleichung nach % auf. Der erhaltene Wert des 
Kopplungskoeffizienten ist dann der günstigste Wert des Kopplungsfaktors. Dabei ist gegebenen- 
falls darauf zu achten, ob die abgeleitete Gleichung zwei verschiedene Wurzeln für k enthält. 
Man wird dann leicht ermitteln, welcher der beiden Werte der gesuchte günstigste ist. Die 
Gleichung, aus der man den günstigsten Kopplungswert bereehnet, lautet: 

ihre, . ren 

Darin bedeuten: 
a—=2y’(l+ u) [+ w(ö-y)+l y®)], 
I, u" (6? — y?)°- + 2 y?. (1 v?)(2 — u?) +2 u? (0? y)(2 y?— 1) — u? (6? y°)”] , 


C 3 u°-(1 y) (0° — y?)". 


In bezug auf die Größe des Kopplungskoeffizienten ist zu sagen: Für eine freie Schwingung 
hat der Reibungsfaktor bei einem ungekoppelten System im aperiodischen Grenzfall den Wert: 
K’=4rcn oder AP Ao ut. 
In den angeführten Beispielen erreicht A’opt bei weitem nicht diesen Wert. 


Was die Lage des absoluten Maximums der Funktionskurve des ersten Systems angeht, 
so folgert man aus den Erörterungen und aus den Kurvenbildern der Abb. 4, 5,6 sehr leicht: 
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Die Abszisse des absoluten Maximums strebt mit wachsendem k gegen y? = y’;,— „ = 1 


und mit fallendem A gegen y=-1. 

Der Kurventypus der Funktionskurven des ersten Systems ist insofern einfacher, wie 
ihn die theoretische Untersuchung vermuten läßt, als man aus der Resonanzfunktion des ersten 
Systems durch Differentiation nach y eine Gleichung 10. Grades für y, das heißt eine Gleichung 
5. Grades für y? erhält (y kommt nur quadratisch vor). Mathematisch wäre damit die Möglich- 
keit gegeben, daß die Funktionskurve des ersten Systems 5 extreme Werte besäße. 

In Abb. 5 hat die Kurve IV ein Minimum. Dieser Fall kann unter Umständen eine 
gewisse praktische Bedeutung haben. Wenn man es nämlich mit der Dämpfung eines 
Schwingungssvstems zu tun hat, auf das ein äußeres Kraftmoment mit einer festen, vor- 
gegebenen Frequenz einwirkt. Dann wird man versuchen, das Minimum tunlichst in die vor- 
gegebene, erregende Frequenz zu legen. 

Als Ergebnis dieses Abschnittes haben wır also zusammenfassend: Es gibt bei zwei 
reibungsgekoppelten Schwingungssystemen einen günstigsten Kopplungskoeffizienten k. Man 
bereehnet ıhn aus Gl. (14). 


11. Günstigste Wahl der Systemkonstanten. Es bleibt noch zu untersuchen, wie die 
Systemkonstanten d und « zu wählen sind, damit man eine günstigste Wirkungsweise durch 
die Kopplung der beiden Systeme erreicht. Das absolute Maximum der Resonanzfunktion 
des ersten Systems bei günstigster Kopplungsstärke wird gegeben durch die Gl. (9): 

«+2 


i 


BR.) — . 
tı ‚H rl 2") 


Dies ist die Ordinate des Festpunktes M. Der Gedankengang ist jetzt der: Durch die Wahl 
des Kopplungskoeffizienten erreicht man, daß die Ordinate des Festpunktes // das absolute 
Maximum der Funktionskurve des ersten Systems ist. Die Wahl der Systemkonstanten 6 
und «hat man so zu treffen, daß die Ordinate des Festpunktes 7/7 möglichst klein wird. Man 


sieht aus Gl. (9) ohne weiteres, daß R,(yp) um so kleiner wird, je größer « ist, das heißt, 


je größer das zweite System ist. Physikalisch ıst dies unmittelbar einleuchtend. Mit u>x 
| 

ge 
u >& strebt eben der Festpunkt 7/7 gegen den Festpunkt N, der letztere ist unabhängig von 
u. Wie groß man also auch das zweite System macht, man kommt mit dem Maximum der 
Resonanzfunktion des ersten Systems nicht unter den Wert der Ordinate des Festpnnktes N 
herunter. Insbesondere folgt aus dieser Betrachtung, daß im Versagerfall, das heißt für d=1. 
der Versager nieht dadureh beseitigt werden kann, daß man das zweite System sehr groß 
macht: denn unter N kann man, wie erwähnt, durch Vergrößerung des zweiten Systems 
nieht herunter. N liegt aber für ö=1 unendlich hoch auf der Resonanzkurve eines unge- 
koppelten Systems. Physikalisch findet diese Erscheinung darin ıhre Erklärung, daß man 
dureh die genaue Abstimmung der beiden Systeme die Reibungskopplung wirkungslos macht: 
denn das Kopplungsglied in den Ausgangsgleichungen (4) ist direkt proportional der Differenz 
der Winkeleeschwindigkeiten der beiden Schwingungssysteme, und diese ist für d= 1, vor- 
auseesetzt, daß man das Einschwingen der beiden Schwingungssysteme abwartet, gleich Null. 
/urleieh ist dieses Ergebnis ein Beweis dafür, daß man in die Ausgangsgleichungen (4) die 
Differenzen der Geschwindigkeiten einzuführen hat, um das Kopplungsglied unmittelbar an- 
schaulich zu machen. Hinsichtlich der Wahl von d ist zu sagen: Das Verhältnis der Eigen- 
schwingungszahlen der beiden Systeme ist möglichst weit von dem Wert 1 entfernt zu wählen ®). 
Man hat 5 so zu wählen, daß der Ausdruck |1 9° möglıchst groß wird. Es gibt im all- 


strebt A, ty) gegen | das ist der Wert der Ordinate des zweiten Festpunktes N. Mit 


eemeinen zwei geleiehbereehtigete Fälle, für die der Ausdruck den gleichen Absolutwert (auf 


den es uns nur ankommt) annimmt. In dem einen ist d I und in dem anderen ist Ö l. 
Den größten Wert, den man durch ein kleines d erreichen kann, ist I, nämlich für 6-0, 


diesen Wert von | - 8°! erreicht man für d > 1 schon bei 0°==2. Für noch größere Ö wird 
| 0° | sogar erößer als I und geht mit d9>x auch gegen x. In praktischen Fällen wird 


man dureh diese Überlegung leieht entscheiden, ob man 9 1 oder 91 zu machen hat. 
Kann man große Werte von d, also insbesondere Werte von d, für welche 8° > 2 ist (dann 
wird ja |? —1 I), erreichen, so folgt aus obiger Betrachtung, daß man ein so günstiges 
Gebiet mit einem d°_ 1 überhaupt nicht erreichen kann, weil eben das Extremste, nämlich 
d==0, nur den Wert 1 liefert. 

Als Ergebnis haben wir somit: Das zweite Schwingungssystem ist möglichst groß zu 
machen, die Schwingungssyvsteme sind möglichst zu verstimmen. 


1) Prof. Schuler hat bereits darauf hingewiesen, daß od l einen Versager darstellt (siehe Fußnote ?2). 








» 
> 
& 

1 
3 








Ig 


f? 








hr 
> 
1 
d 
3 


Be 7 zen " Hahnkamm. Sehwingungeen reibungsgzekoppelter Schwingungssysteme 195 
«ll Jh n - 
BE... 2... 





12. Die Phasenverschiebungen der beiden Systeme untereinander und gegen das erregende 
Kraftmoment. Durch die Trennung des Real- und Imaginärteiles der Amplituden in den Gl. (5) 
hrinet man diese auf die Form: 


1 a, rtia, IE P; FiP,, 
wo a, der Realteil und @a, der Imaginärteil von A und ?, der Realteil und ip, der Imaginär- 
teil von B bedeuten. Wir machen nunmehr den Ansatz: 


/ 


4 Asın (X 1 of 1) RB sın (1) ! oh. 


wo K die Phasenverschiebung des ersten Systems gerenüber dem Kraftmoment bedeutet. 
Und zwar entspricht nach unserer Festsetzung einem positiven X ein Voraussehwingen des 
ersten Systems dem erregenden Kraftmoment gegenüber. Und» bedeutet die Phasenversehiebung 
des zweiten Systems gegen das erregende Kraftmoment. Aueh hier soll einem positiven 7 
ein Vorausschwingen des zweiten Systems gegenüber dem erregenden Kraftmoment entsprechen. 
Nach der Theorie der erzwungenen Schwineungeen ist nun: 


i (2. Pa 
to X = te 7 . . 


A, Pı 


Setzt man für a,, @a,, P,, Ps Ihre Werte ein, so hat man nach einiger Umformung: 


K as l; (0° „27. nn" 
to 5 a. ———— ug - - - 
u (0° y”)- (1 A he aa A 1? [10° Yy)p -(1- y?)| 
(19). 
f + u? (0° — y°) (1 y”) 
2”) r > 
/ y k|u?” (0° y’) tl | 





Weiter wollen wir die Phasenverschiebung der beiden Systeme untereinander mit e bezeichnen, 
und zwar soll e definiert sein durch die Beziehung e= 7, X. Mittels des Additionstheorems 
des Tanzens erhält man für tg e aus den Gl. (15) die Gleichung: 


tg Te 


Nun ist aber die Kreisfunktion tg nicht eindeutig. Um zu entscheiden, in welchem Quadranten 
wir den Wert zu nehmen haben, machen wir folgende Überlegung: Koppelt man die Systeme 
immer fester, das heißt. läßt man k immer größere Werte annehmen, so werden die beiden 
Systeme schließlich keine Phasenverschiebung gegeneinander mehr haben. Man hat ein Ge- 
a u, ’ + he 
samtsystem, das sich für y’- ya’ = (u: mit dem erregenden Kraftmoment ın Resonanz 
befindet. Nach der Theorie der erzwungenen Schwingungen nimmt X folgende Werte an: 


” us , JT ss 
Für „<=. wird A{=0; für y=y-. wird Ä ; Tür y >yı 


/ .) % wird K IT. 


Man diskutiert die Phasenformeln nun in der Weise, daß man zu endlichen, aber immer noch 
sehr großen Werten von k übergeht. Dann wird der Wert von bzw. tg Ä, tg „,tg e nur 
wenig von den für =» festgestellten Werten abweichen. "Auf Grund dieses Gedanken- 
experimentes erhält man folgende Ergebnisse: 


I. Für X (siehe hierzu die Abb. 10, 13). Alle Phasenkurven beginnen im Nullpunkt und 
streben mit y>nx gegen z. K kann nie positive Werte annehmen. Das erste System 
schwingt also nie dem Kraftmoment voraus. Alle Phasenkurven berühren sich für yo. 
Wir unterscheiden nun drei Fälle: 


I. ö 1. Alle Phasenkurven beginnen im Nullpunkt, nehmen mit wachsendem y nega- 
tive Werte an, erreichen einen größten negativen Wert, der von k# abhängt, und werden wieder 
gleich Null für y== 6 (siehe hierzu die Abb. 10). In dem Festpunkt mit der Abszisse yo 
berühren sich die Kurven. Der Kopplungsfaktor, für den die Phase in dem Gebiet 0° 79 
einen größten negativen Wert annimmt, berechnet man durch Differentiation der Phasenformel 


er Ote X ’ 
fürtg X nach k SL: 0) und erhält: 
(5? „212. (f x?) 2 
k—= E m (‘ - Bi - de k j : P 5 : ; x . i E N . ( lv). 
10° PR—M 
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Setzt man diesen Wert in die Phasenformel ein, so hat man für die erößte Abweichung der 
Phase von dem Wert 0 ın dem Gebiet 0 y d die Gleichung: 
u -(O° u”) 
to A z - =— = re 
h Kopt 21 (1 y»?) [(0° ve —+(l y?)] i 


Will man in einem speziellen Fall noch die Abszisse wissen, für welche das Maximum der 
Abweichung eintritt, so hat man die Gl. (15) nach y zu differenzieren. Wächst y zu Werten 
erößer als d an, so strebt Ä sehr stark gegen 7, erreicht diesen Wert allerdings erst für 
unendlich große Werte von y. Wird % Null. so strebt { geeen die Kurve I der Abb. 10, 
wird A unendlich groß, so strebt Ä geren die Kurve V der Abb. 10. 
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\bh. 10. Phasenkurven des ersten Systems im Falle d<] Abb. 11. Phasenkurven des zweiten Systems im Falle d< | 


fiir verschiedene Werte des Kopplungskoeffizienten. fiir verschiedene Werte des Kopplungskoeffizienten. 


2,0 I. Die Verhältnisse liegen hier umgekehrt. Die Phase strebt von Null aus zu- 
nächst geren 7, erreicht diesen Wert für y=d, entfernt sich dann wieder von dem Wert 
z in der gleichen Rıiehtung, von der aus es sich näherte, erreicht ein von %k abhängiges 
Maximum und strebt wieder gegen 7. Hinsichtlich des Maximuns der Abweichung der 


dieselben Gl]. (17) und (18) wie für 


Phase von dem Wert — zın dem Gebiet 5 y gelten 
den Fall 91. 
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Abh. 1?. Funktionskurven der Phasenverschiebungen der Abb. 13. Phasenkurven des ersten Systems im Versager 
Systeme gegeneinander im Falle d<1 für verschiedene fall (9 I) für verschiedene Werte des Kopplungs 


Werte des Kopplungskoefflizienten. koeffizienten. 

3.91. Der besondere Fall d 1 (Versagerfall) ist durch die Unstetigkeit der Phasen- 
kurve für » 0° 1 ausgezeichnet. Die Phase springt hier um den Wert 7 von OÖ nach — =. 
In dem Gebiet 0». 08°. 1 erreicht die Kurve ein Maximum, dessen Größe von k unab- 
häneie ist, wie man aus den Gl. (17) und (18) sieht. Abhängig von k ist lediglich die 


e 


Abszisse des Maximums. Auch in dem Gebiet ö&=1<_y erreicht die Kurve eine maximale 
Abweiehune von - . Der absolute Betrag des Maximums ist der gleiche, wie er von der 
Kurve in dem Gebiet 0°» d=1 erreicht wird. Er ist unabhängig von %. Abhängig 


von %k ist ledielieh die Abszisse des Maximums (hierzu siehe Abb. 13). Mit #0 und mit 
> x strebt die Phasenkurve derselben Grenzkurve zu, wie man der Abbildung auch entnimmt. 
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II. Für 7 (siehe hierzu die Abb. 11, 14). Alle Phasenkurven beginnen in dem Punkt 


.) 
T +) 


-0 y9=+75 und streben mit y—> x gegen „za. In den drei Punkten mit den Abszissen 


| y=Öd y--ykr—» lÜberschneiden sich alle Kurven. Wir wollen wieder drei Fälle 


ınterscheiden : 


1. d<1. Alle Kurven beginnen in dem Punkt y 0 9° —+,. Sie streben mit 


wachsendem y gegen den Wert O und erreichen diesen in dem Festpunkt mit der Abszisse 
d (siehe hierzu die Abb. 11). Wächst y weiter, so streben die Kurven gegen den Wert 


I ’ ’ . 4 2 l|+ u?ö° u 
- und erreichen ihn in dem Festpunkt mit der Abszisse y’ oo y’;—ı war Wichst 
& > 2 
noch weiter, so gehen die Kurven gegen z, sie nehmen diesen Wert ın dem Festpunkt 
mit der Abszisse y=1 an. Mit weiter wachsendem y streben die Phasenkurven gegen 
+.) 
+.) . . . r . . . . r . 
‚ , sie erreichen diesen Wert allerdings erst mit unendlich großen Werten von y. Mit 


,>» gehen die Kurven gegen die Grenzkurve V. Mit 7>0 streben die Kurven gegen die 
Grenzkurve I. Die Grenzkurve V der Abb. I1 und der Abb. 10 sınd identisch, wie man «as 
auch erwartet, denn beide Systeme gehen in das gleiche Gesamtsystem auf, wenn k gegen 
unendlich große Werte strebt. Wie im übrigen die Kurven sich mit dem Kopplungskoeffizienten 
verändern, sieht man in der Abb. 11. 


2.5 »1. Der Typus der Kurven hat sich in diesem Falle nieht verändert. Nur die 
"estpunkte haben ihre Rollen vertauscht. 

3.01. In diesem speziellen Fall (Versagerfall) fallen alle Festpunkte zusammen. Die 
Kurven erleiden einen Sprung für y = 1 (siehe die Abb. 14). 
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\bb. 14. Phasenkurven des zweiten Systems im Versager Abb. 15. Funktionskurven der Phasenverscehiebungen der 
fall = für verschiedene Werte des Kopplungs Systeme gegeneinander im Versagerfall (= 1) für ver 
koeftizienten. schiedene Werte des Kopplungskoeffizienten 


III. Für & (siehe hierzu die Abb. 12, 15). Alle Kurven beginnen in dem Punkt y=0 
A FL Te 2 h ; 
„ und streben mit y>» gegen >»: Pie Kurven übersehneiden sich alle in dem 


Festpunkt mit der Abszisse y=d (siehe hierzu die Abb. 12, 15). Der Kurventypus ändert 
sich mit Od nicht. Die Kurven sind auch im Falle 9 1 (Versagerfall) nieht unstetie (siehe 
Abh. 15). Mit 7>%x gehen die Kurven gegen die Abszissenachse. Mit 70 gehen sie gegen 
die Grenzkurve I der Abb. 12 und 15. Die beiden Schwingungssvsteme schwingen also für 

d immer in Phase. Für Werte von y, welche kleiner als d sind, schwingt das zweite 
System dem ersten voraus. Für Werte von y, die größer als 8 sind, schwingt das zweite 
System dem ersten nach. 


13. Zwei Anwendungsbeispiele. Es sollen nunmehr die theoretischen Ergebnisse auf 
wei technische Meßinstrumente angewendet werden. 
l. Der Ansehützsche Kreiselkompaß°). 
2, Der Fliegerhorizont der Askania-Werke. 
Bei beiden Instrumenten sind zur Dämpfung störender Schwinzungen Flüssirkeitsbehälter 
eingebaut, die im wesentlichen mit dem eigentlichen Meßinstrument reibungsgekoppelt sind. 


5) Die Dämpfungseinrichtung zu diesem Meßinstrument ist konstruiert von Prof. Sehuler (siehe amerikanische 
Patentsehrift 1186686). 
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I. Die Dämpfungseinrichtung beim Anschützschen Kreiskompaß (siehe hierzu die Abb. 16), 

Zur Dämpfung der Elevationsschwingungen des Anschützschen Kreiselkompasses hat. 
man zwei Flüssigkeitsbehälter, die durch einen Kanal wie zwei kommunizierende Röhren 
miteinander verbunden sind, in das Kompaßsystem eingebaut. Die Elevationsschwinzuneen 
sind Schwingungen des Kreisels um eine Achse senkrecht zur Zeichenebene. Infolge des 
Kigenimpulses des Kreisels, den man in bezue auf die Eieen- 








- b = schwingungen als fingiertes Trärheitsmoment auffassen kann. ist 
| 4 PX | die Schwingungszeit der freien Elevationsschwingeungen des Kreisels 
.. A ed. sehr groß ım Verhältnis zur Eigenschwinzungsdauer des Flüssie- 
[ keitspendels. Durch dıe Beschleunieuneen (les Drehpunktes D des 

DEE | VOREEN Gesamtsystems wirken Momente auf die Schwingungssysteme, die 
@D proportional den Stabilitätsmomenten sind. Man kann die Be- 
schleunigungen des Drehpunktes D hinsichtlich der Wirkung auf die 

Systeme einem Schwanken der Erdschwere gleichsetzen. Mathe- 


matisch genügt man diesen Verhältnissen, indem man in die Schwin- 
zungsgleichungen der Systeme periodische Momente einführt. In die 
Schwingungsgleichung des ersten Systems ist ein Moment P, welches 











7 9 dem Stabilitätsinoment des ersten Systems. 1, proportional Ist, 
\F + \e) . pr . D v . y . v v 
.- einzuführen, und in die Schwingungseleichung des zweiten Systems 


\bb.16.Schemades Anschütz- Ist ein Moment p, welches dem Stabilitätsmoment des zweiten 
schen Kreiselkompasses m Systems, Cp, proportional ist, hinzuzufügen. Unsere Ausgangs- 


Diimpfung dureh Reibungs 


konnlune nach M. Sehnler, gleiechungen (4) lauten «damit für diese Schwingungssysteme: 


er "+ C] "+ K(V 7) - P eivt | 
(19). 

uftczt Ko Mmpe"! 
In der Abb. 16 ist y derjenige Winkel, den «die Verbindungslinie der Flüssigkeitsspiegel mit 
der Horizontalen einschließt. Beide Winkel 9 und y sind positiv definiert im mathematischen 
Sinne, das heißt, die Winkel sind positiv, wenn die Systeme im entgegengesetzten Sinne der 
Uhrzeieerriehtung ausschlagen. Wir machen den Ansatz: 


‚) Leivt 2 Beiwt, 
7 


Dann folgt für die Amplituden aus den Gl. (19): 





P| nm” wi -Cn - N N )] t pP IN / (!) 
( en)” er ! er) ” it 1 Cr) N ven (u Wr t Cr ın „I r C) 
(20). 
N p| (n" Er (ı - Nio]|-+ P- Nie 
( w" el r e) ( (N wi - Ur) - IN N ()\ (n” . wir = C (nm I B= C;) 
Und für die Resonanzfunktionen der beiden Systeme erhält man: 
za [1 \ 
u (9° 42)7 92 BF 
/ \ / | I | I’ 
I, / N AN > Rn AN > “ ‘ > > n 
7 (1 y”) (0° y»?)| + y" I: lu” (0° y) + (1 y”) 
| kn ee Br 
‚[(p\ a p\’ 
uN| pP) (1 ya y k?\1- | Zu 
I | k ’ n N Rn A > , 0) > > j. > 
ul y”) (0° y?)?—+ y? k? [u (0° + (1 y?)] 





Die Resonanzfunktionen sind mit den Amplituden durch die Beziehungen verknüpft: 


P? P: A 
A . — + Ib a6 re. 
e 
-. ; ; ® 7] . e ‚ ; ee 
Wir setzen in die Gl. (2b nunmehr & x ein, dabei benutzen wir die Beziehungen: 
) 
| 
) Ü ER () 
E e u? 0° be 6 
e "ı 
Die Gl. (21) werden damit: 
n.: a -v2k?(1 + 4°) 
Ir) >; Tur" Wır > 
IN dw Ari „)( —o)’ +7? RR —0) + — YA 
/ Ä 9 
(8). 
] 0° 4° y” k’(} 2”) 
. > 
11Kg rz' (1 \(l o’)|” + y’ A? [7° (1 0)—+ (1 y?)| 
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"s sei hier bemerkt, daß das Stabilitätsmoment des Kreisels in bezug auf seine Elevations- 
chwineungen nicht etwa sehr klein ist, wodureh ja auch eine große Senwingungszeit der 
KJevationssehwingungen hervorgerufen werden würde, sondern das Großsein der Schwingungs- 
lauer hat seine Ursache, wie erwähnt, ın den Kreiselkräften, die wie ein Trägheitsmoment 
273 z30 R I i ei Cr 

wirken. Es ist also ) sehr klein. aber 7? : Lat tee dance ande Wie 

Aus Gl. (22) lassen sich die Festpunkte des ersten Systems, die uns ja interessieren, 
ermitteln. Sie sind: 


I. »=0, dann hat die Resonanzfunktion des ersten Systems den Wert 1. 
>. y==&, dann hat die Resonanzfunktion des ersten Systems den Wert 0, 


3..©0=1ry, das heißt y=0, dann hat die Resonanzfunktion des ersten Systems einen 
sehr kleinen Wert. 
| | 
Diese Abszisse des vierten Festpunktes hat einen Wert, der stets größer als I ist, wie man 
leicht erkennt. Setzt man in die Resonanzfunktion eines ungekoppelten Systems für y? diesen 
Wert ein, so erhält man die Ordinate des Festpunktes zu 
> Ar ar I L | 
RG vn) 72 | ja ° 
Man hat also die Stärke der Reibungskopplung zwischen den beiden Systemen-so zu wählen, 
daß die Resonanzfunktion des ersten Systems für y==yj; einen größten Wert annımmıt. Die 
Ordinate des Festpunktes ist stets größer als 1, wie man aus ihrem Wert ohne weiteres sieht. 
Die Ordinate nimmt den kleinsten Wert, den sie überhaupt annehmen kann, dann an, wenn 
‚—=xist, das heißt, wenn das Stabilitätsmoment des zweiten Systems im Verhältnis zum 
Stabilitätsmoment des ersten Systems sehr groß ist. Läßt man das Stabilitätsmoment des 
‚weiten Systems kleiner und kleiner werden, so strebt die Ordinate des Festpunktes gegen 
unendlich große Werte. Es gibt also ein Optimum des Stabilitätsmomentes des zweiten 
Systems bei erzwungenen Schwingungen, die wir hier behandeln. Ich weise aber auf die 
Arbeit von K. Glitscher hin®), der für freie Schwingungen ein Optimum der Größe des 
zweiten Systems errechnet hat. 


2. Die Dämpfung beim Fliegerhorizont. Bei diesem Anwendungsbeispiel handelt es sich 


ım Prinzip um zwei Schwingungssysteme, wie sie in Abb. 3 dargestellt sind. Beim Flieger- 
horızont verwendet man zur Dämpfung ein geschlossenes, kreisförmiges Rohr, welches mit 
(uecksilber ganz angefüllt ist. Auch dieses Beispiel stellt wie das vorige (wo d>x war) 
einen Grenzfall dar, insofern als die Eigenschwingungszahl des Quecksilberfadens Null ist. 
Dieses Nullsein der Eigenschwingungszahl des zweiten Systems hat nieht etwa, wie gleich 
bemerkt sei, darin seine Ursache, weil das Trägheitsmoment des zweiten Systems sehr groß 
wäre, sondern weil das Stabilitätsmoment des zweiten Systems infolge der vollständigen An- 
füllung des geschlossenen Rohrs mit Quecksilber Null ist. In unsere Formeln haben wir also 

" I . . y . . 
)=() zu setzen. u 2) hat einen durchaus endlichen Wert, deshalb brauchen wir 4°, 


welches diesmal Null ist, nicht einführen. Die Festpunkte // und N liegen wegen 9° 1 auf 


dem Kurvenast y | der Resonanzfunktion eines ungekoppelten Systems (siehe Abb. 1). 
Und zwar hat der Festpunkt N die Abszisse 0 und die Ordinate 1; er fällt also mit dem 
.) -) 
\nfangspunkt zusammen. Der Festpunkt I hat die Abszisse „, , , und die Ordinate I+ , 
ru’ u 


Man hat den Kopplungskoeffizienten wie im ersten Beispiel so zu wählen, daß die Funktions- 
kurve des ersten Systems für y > yjy, einen größten Wert annimmt. Außerdem sieht man aus 
ler Ordinate des Festpunktes H, daß „° möglichst groß, das heißt 9, möglichst groß zu 
machen ist, um den Maximalwert der Funktionskurve des ersten Systems klein zu halten. 
\lso je größer das zweite System im Vergleich zum ersten ist, um so stärker wird die 
störende Schwingung gedämpft. Dadurch, daß man die Röhre mit Quecksilber statt mit 
\Vasser füllt, hat man das Trägheitsmoment des zweiten Systems bereits 13,6 mal so groß 
emacht wie das Trärheitsmoment bei Anfüllung mit Wasser. 

Es sei bemerkt, daß bei beiden Anwendungsbeispielen nur die erzwungenen und nicht 
ie freien Schwingungen behandelt worden sind. 


6), K. Gh litscher, Die Dämpfung der Schwingungen des Anscehützsehen Kreiselkompasses dureh kommuni 
rende Gefäße. P.Debye: Probleme der modernen Physik, Festschrift für A. Sommerfeld. 
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Beide Anwendungsbeispiele stellen ein Optimum der Anwendungsmöglichkeit der 
Reibungskopplung dar hinsichtlich des Verhältnisses der Eigenschwingungszahlen der beiden 
Schwingungssysteme. 


14. Versuche zur Prüfung der Theorie‘). Zur experimentellen Prüfung der Theorie 
wurde der in Abb. 20 und Abb. 21 wiedergegebene Apparat verwandt. Er besteht im wesent- 
lichen aus einem kreisförmigen Glasrohr a mit überall gleichem (Querschnitt, das an einer 
Holzscheibe b befestiet ist. Die Holzscheibe ist an eine Achse e geschraubt, auf welche 
dureh eine Spiralfeder d ein äußeres, periodisches Kraftmoment übertragen werden kann. 
Dieses System stellt das erste Schwingungssystem dar. Sein Stabilitätsmoment und gleichfalls 
sein Trärheitsmoment sind weitzehend veränderlich durch Gewichte e, die sich an Eisen- 
stäben f verschiebbar anbringen lassen. Die Eisenstäbe selbst sind rechtwinklig mit der 
Drehachse e fest verbunden. Das Kreisrohr a ist so befestigt, daß sein Krümmungsmittel- 
punkt S mit der Drehachse zusammenfällt. Die Enden des Rohres sind durch Stopfen 4 
verschließbar. Diese Stopfen sind durehbohrt. Durch die Bohrungen führen Messingröhrehen, 
die dureh einen Gummischlauch © miteinander verbunden sind. Das Glasrohr wird nunmehr 
mit Wasser eefüllt, und zwar aus reehnerischen Gründen etwa bis zur Hälfte. Das Wasser 
ist der besseren Sichtbarkeit wegen rot gefärbt. Die schwingungsfähige Wassersäule stellt 
nun «das zweite Schwingungssvstem dar. Bei den Schwingungen der Wassersäule im Glasrohr, 
dessen Enden dureh einen Gummisehlauch verbunden sind, muß die Luft hin und her strömen. 
Durch eine Klemme %, die am Gummischlauch angebracht ist, kann man die durchströmende 
luft drosseln und so eine beliebige Reibung zwischen den beiden Schwingungssystemen ein- 
stellen. Die periodischen Kraftmomente werden dureh eine Feder d auf das System I über- 
traeen. Die Feder ist mit einem Schwingehebel ! verbunden, und dieser wird durch einen 
xzenter m, der auf der Schwungradachse aufgesetzt ist, hin und her bewegt. Um die 
errezende Frequenz möglichst konstant halten zu können, war das erwähnte, schwere 
Schwungrad auf der Welle » aufgesetzt. Es konnte durch einen Elektromotor angetrieben 
werden. Die Tourenzahl dieses Motors war dureh Vorschaltwiderstände weitzehend zu verändern. 





Razw2ıe) 


\bb. 17. Der zu den Versuchen verwandte Apparat. Abb. IS. Der Apparat der Abb. 17 nach Entfernung 
der Holzseheibe mit dem Flüssigkeitspendel. 


I. Versuch. Die beiden Systeme wurden abgestimmt. Das Glasrohr wurde zur Hälfte 
mit Wasser gefüllt. Die Schwingungszeit des angestoßenen Wassers war T,= 1,234 sec. 
Mittels der auf den Eisenstäben verschiebbaren Gewichte wurde die Schwingungszeit des 
ersten Systems so lange varmert, bis sie mit derjenigen der Wassersäule übereinstimmte. 
Weiter wurden gemessen: 


cr 4495-10" em: g ey 2850-10 em q. 


Die Systemkonstanten sind also: 9 1 = 0,376. In bezug auf die Phasen wurde folgendes 
beobachtet: Für y 1 schwingt das erste System in bezug auf das äußere Kraftmoment nach. 
das zweite vor. Die Ausschläge des ersten Systems werden mit größerwerdendem y auch 
größer. Das zweite System schlägt mit stärkerer Reibungskopplung immer stärker aus, bis 


‘) Die Versuche sind im Institut für angewandte Mechanik der Universität zu Göttingen ausgeführt. 
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es den Ausschlag des ersten Systems bei vollkommener Drosselung erreicht. Für y= 1 erhält 
man sehr große Amplituden beider Systeme. Und zwar ist die Stärke der Kopplung ohne 
Einfluß auf die Ausschläge. Die beiden Systeme schwingen in Phase untereinander. Die 
Phasenwerte gegen das Kraftmoment sind nicht konstant. Die Phasen wechseln ständig von 
0 über ‚ bis —z und umgekehrt. Man kann von einem labilen Gleichgewicht sprechen. 


Für Werte von y, die größer als 1 sind, schwingt das erste System fast entgegengesetzt zum 
Kraftmoment und ebenfalls das zweite System. Das zweite System schwingt dem ersten 
voraus. Interessant ist folgende Beobachtung: Stellt man zunächst eine erregende Frequenz 

| ein und steigert die Frequenz sehr schnell auf Werte y > 1, so sieht man gut das 
Umspringen der Phasen. Für y > 1 schwingt das erste System mit endlicher Amplitude. 
Die Amplitude des zweiten Systems ist kleiner als diejenige des ersten. Mit stärkerwerdender 
Kopplung wächst die Amplitude des zweiten Systems und wird gleich derjenigen des ersten 
Systems für unendlich feste Kopplung. 


Il. Versuch. Die beiden Systeme wurden verstimmt. Das Glasrohr enthielt die gleiche 
Wassermenge wie bei Versuch I. 


a) Es wurden gemessen: 
T, = 2,275 I 1.234 cı = 27,6 - 10° cn = 28,0: 108. 


Die Systemkonstanten sind also: 9° —=3,40 0° =0530. Es wurde beobachtet: Für y | schwingt 
das erste System dem Kraftmoment nach und das zweite voraus. Für y- 1 erkennt man 
sehr gut das In-Phaseschwingen von äußerem Moment und Wassersäule. Bei weiterer 
Steigerung der erregenden Frequenz bleibt die Wasserschwingung sehr schnell immer mehr 
zurück. Für y=y7;— x, die Schwingungszeit hierfür ist T,;— = 1,601, schwingt das Wasser 
sehr genau um 2 nach. Das erste System schwingt für diese äußere Frequenz schon um 


T Vs. . N ö z : 
mehr als 5 nach. Für = schwingen erstes und zweites System untereinander in Phase, 


und in bezug auf die Feder schwingen sie genau entgegengesetzt. Diese letztere Erscheinung 
wurde bei dem nächsten Versuch besser beobachtet. Erregt man die beiden Systeme mit der 
äußeren Frequenz y  yyr, so muß das Experiment die Unabhängigkeit des Maximalausschlages 
von der Drosselung zeigen. Man geht praktisch folgendermaßen vor: Die erregende Frequenz 
stellt man größenmäßig auf y=yj,„ ein. Man macht die Kopplung ungefähr Null, indem man 
die Stopfen aus den Glasrohrenden nimmt, liest den Ausschlag des ersten Systems nach 
einigem Warten ab, sperrt dann den Schlauch durch die Klemme ganz und liest nach dem 
erforderlichen Abwarten eines konstanten Ausschlags wieder ab. Das Abwarten des konstanten 
Ausschlags ist deshalb notwendig, um die Anfangsbedineungen zu eliminieren, diese über- 
lagern sich nämlich in Form freier Schwingungen den erzwungenen und verändern daher die 
Amplituden. War nun der Ausschlag für kleine Kopplung größer als derjenige für völlige 
Drosselung, so lehrt uns dies, daß wir die erregende Frequenz zu vergrößern haben, im 
anderen Falle umgekehrt. Auf diese Weise kann man den Festpunkt // sehr leicht ermitteln. 
Ks wurden gemessen: T,— „1,601 Tr = 1,955, und der Ausschlag für y = yj; war: 12° 13°, 
Der Festpunkt N liegt für diese starke Verstimmung schon so niedrig, daß die Ausschläge 
zu klein werden, deshalb wurde für die Untersuchung dieses Festpunktes N eine kleinere 
Verstimmung gewählt. Andererseits liegt der Festpunkt MH schon ziemlich hoch auf der 
Itesonanzkurve des ungekoppelten Systems, so daß die Ausschläge viel zu groß würden, wenn 
man nicht eine starke Verstimmung der beiden Schwingungssysteme wählen würde. 


b) Es wurden die Zeiten und die Stabilitätsmomente gemessen: 
T, = 1,76 I = 1.234 C 27,6: 10* Ey 2S.0- 0" ; 


Die Systemkonstanten sind also: 0°°.2,04  «°=0,50. Die Phasenbeobachtungen waren die 
gleichen wie unter Versuch a). Für y=% hat man In-Phaseschwingen der beiden Systeme 
untereinander und entgegengesetztes Schwingen zur Feder. Für y > schwingt das Wasser 
dem Rohr nach und dieses bleibt ungefähr in entgegengesetzter Phase zur Feder. Man kann 
eine kleine Abweichung in Riehtung einer kleineren Phasendifferenz feststellen, doch ist dies 
immerhin so gering, daß man es nicht als absolut sicher hinstellen kann. Auch hier kann 
man bei schneller Veränderung der erregenden Frequenz das Umschlagen der Phasen gut 
beobachten. Für y-- od mißt man den Ausschlag: 3,5° im Mittel, die Grenzen liegen sehr weit 
zegriffen zwischen 3° und 4°. Um nun die richtige Größe der Ausschläge zu prüfen, wurde 
die Größe des äußeren Momentes gemessen. Die Messung wurde in der Weise ausgeführt, 
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daß man auf die Holzscheibe ein bekanntes, konstantes Moment wirken ließ und einmal die 
Feder in der Nullage festhielt und ein zweites Mal sie mit der Holzscheibe um die gleiche 
Gradzahl auslenkte. Die Differenz der gemessenen Momente stellt das Moment der äußeren 


Kraft dar. Es wurde daraus das Moment der Feder berechnet zu: er =4,035:10°. Der 
> 

Maximalausschlag beträgt 24", so daß P=-%,S-10% zu setzen ist. Und damit: — SER. 
z 
I 

| I’ 2 u? 

Nun ist: A Ar. Für den Versuch a) haben wir: R,0) PT 3,202, also 

c ; u” (0° 1) 
Alyx) 11,5" (gemessen war 12° 13°). Für den Versuch b) haben wir: R,(yx) 2 0.063. 
N? 


also: A(yy)==9,2" (gemessen war im Mittel 3,5°). Daß es eine günstigste Kopplungsstärke 
gıbt, zeigt man experimentell folgendermaßen. Man drosselt so stark, daß das Maximum der 
Ausschläge für y=yy zu 13°" eintritt. Durch Variation der Kopplungsstärke ist dieser Aus- 
schlag, wie schon gezeigt wurde, nieht kleiner zu machen. 


15. Zusammenfassung der Ergebnisse. Wir haben also festgestellt: Bei zwei reibungs- 
gekoppelten Schwingungssystemen gibt es einen Wert des Kopplungskoeffizienten, für den das 
absolute Maximum der Resonanzfunktion des ersten Systems, dessen Schwingungen zu dämpfen 
sind, einen kleinsten Wert annimmt. Der Wert des Kopplungsfaktors läßt sich aus der G]. (14) 
berechnen. Diese Reibungsgröße läßt sich experimentell in angegebener Weise einstellen. 
Die beiden Schwingungssyvsteme sind möglichst stark zu verstimmen. Sind die Eigen- 
schwingungszahlen beider Systeme gleich, sind also die beiden Systeme abgestimmt, so werden 
die Ausschläge beider Systeme für eine erregende Frequenz, die gleich der Eigenfrequenz 
der Systeme ist, theoretisch unendlieh groß. Die Kopplung versagt. Das zweite System Ist 
möglichst groß zu machen, also sowohl das Stabilitätsmoment als auch das Trägheitsmoment 
des zweiten Systems sind groß zu machen, wenn wir von einer Veränderung von d durch 
eine Veränderung von u” und Z° absehen. 214 


Zur rechnerischen Behandlung der Erstarrungsvorgänge 
beim Gießen von Metallen. 


Von ©. Schwarz ın Hamborn a. Rh. 


bei der Abkühlung flüssiger Metalle an Hand von Messungen und allgemeinen Über- 
legungen ist, so selten findet man Arbeiten, die das Problem von der rechnerischen Seite her 
anfassen. Zu den wichtigsten Arbeiten der letzteren Art gehören die Abhandlungen des 
Japaners S. Saıtö'l, des Engländers Ligehtfoot?) und des Amerikaners A. L. Feild’). 
Allen drei Arbeiten ist gemeinsam, daß sie die Frage vom rein mathematischen Standpunkt 
aus aufrollen, ohne auf eine kritische Würdigung der ihren Berechnungen zugrunde gelegten 
Annahmen im Vergleich mit den Verhältnissen beim Gießen einzurehen. Vor allem fehlt die 
Berücksichtigung des Einflusses der unterschied- 
lichen Wärmeleitfähiekeit der Gießform und des 
Widerstandes, den die unvollkommene Berührung 
zwischen Block und Gießform sehr bald nach dem 
Gießen dem Wärmeausgleich entgegensetzt. 

Der Zweck der vorliegenden Arbeit ist es, 
unter Berücksichtigung der drei oben genannten 
Arbeiten die Ansätze soweit auszubauen, daß sie 
wenigstens in etwa den praktisch auftretenden 
Meßstellonabstarg \ a) smm Randbedingungen genügen, und gleichzeitig die 
von der Innenwand | &)75 Tragweite der nicht zu vermeidenden Verein- 

fachuneen kritisch abzuschätzen. 
ji Im allgemeinen kann angenommen werden, 


S‘ reichhaltig die Literatur an Untersuchungen und Theorien über die Erstarrungsvorgänge 
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Li Zeit daß das flüssige Metall mit der Wand der Gießforn 
\bb. 1 oder der Gießpfanne so lange in inniger Berührung 


1) Seienee Rep. Töhoku Univ. 10 (1921), 8. 305; s. a. St. u. E. 42 (1922), S. 1249, s. a. Schmidt und Uhink: 


Mitt. K.-W.,J., Bd. XII, Lief. 20, Abh. 169. 


»\ The Effeet of latent heat on the solidifieation of steelingots. „Journ. Iron and Steel Inst. 119 (1929), 8. 364/76; 


s. a. St. u. E. 49 (1929), S. 1276. 
8) Solidifieation of steel in the ingot mould. Trans. Am. Soc. Steel Treat. 11 (1921), S. 264. 
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steht. als die Erstarrung noch nicht eingesetzt hat. Nach dem Einsetzen der Erstarrung 
ist die Inniekeit der Berührung in Frage gestellt. In erster Annäherung läßt sie sich aber 
mit großer Wahrscheinliehkeit für eine kurze Zeit auch dann noch als Rechnungsgrundlage 
henutzen, wenn man mit Rücksicht auf die Messungsergebnisse Matuschkas*) annimmt, 


laß die Ablösung nicht allmählich, sondern nach einer gewissen Zeit Matuschka fand 
> bis 4 Minuten plötzlich erfolgt. Die in Abb. 1 wiedergegebene Temperaturbewegung, die 


charakteristisch für eine große Reihe von Messungen’) ist, stützt diese Annahme weitgehend. 


1. Erstarrung im zweifach unendlich ausgedehnten Körper. Die Kürze der Zeit inniger 
Berührung legt den Gedanken nahe, die Ansätze zweier einseitig unendlich ausgedehnter 
Körper zu benutzen, die sich in der Ebene = 0 innig, d. h. ohne Temperatursprung berühren. 
Die Ausdehnung der Berührungsfläche in der Y- und Z-Riehtung kann mit Rücksicht auf die 
in der Praxis meist vorliegenden Fälle beim Gießen von Blöcken ebenfalls als unendlich 
nzeesehen werden, wenn man von Sonderuntersuchungen über den Einfluß der Eeken u. del. 
absieht. Infolgedessen dürfte die räumlich eindimensionale Behandlung des Problems genügen, 
um einen zuverlässigen Überblick über eine ganze Reihe von Erscheinungen zu bieten. 
Vom rechnerischen Standpunkt hat man dabei noch den Vorteil, daß sieh dabei die für so 
kurze Zeiten schlecht konvergierenden Reihenentwicklungen umgehen lassen und daß die 
verschiedenen Stoffkonstanten des flüssigen und festen Metalls sowie der Wand ohne besondere 
Schwierigkeiten berücksichtigt werden können. Dies schafft weiter die Möglichkeit einer 
annähernden Beurteilung später nicht zu umgehender Vereinfachungen. 


Kine schärfere Umgrenzung der Problemstellung läßt sich also wie folgt geben: 


I. a) Zwei Körper mit verschiedenen Temperaturen berühren sich in einer Ebene. 
b) Die Berührung ist so innig, daß ein 'Temperatursprung nicht stattfindet. 
2. a) Die Ausdehnung der Metallmasse in der Riehtunze + X ist unendlich. 
b) Die Ausdehnung der Wand in der Richtung X ıst ebenfalls unendlich. 
c) In den übrigen Richtungen des Raumes unterliegen Metall und Wand 
keinerlei Begrenzungen. 
3. a) Innerhalb der Metallmasse herrscht zur Zeit —=0 überall «die einheitliche, 
über dem Schmelzpunkt liegende Temperatur T,,. 
b) Innerhalb der Wand herrscht zur r=V überall die einheitliche Temperatur T,,.,. 
e) Außer der Erstarrungswärme werden keine latenten Wärmemengen durch 
irgendwelche Reaktionen innerhalb der Metallmasse oder zwischen Metall 
und Wand frei. 
d) Die latenten Wärmen tiefer liegender Haltepunkte werden vernachlässigt. 


h. Störungen des Temperaturfeldes durch Konvektionsströme treten nicht auf. 
>. Die thermischen Stoffkonstanten werden innerhalb größerer Temperatur- 


grenzen als unabhängig von der Temperatur behandelt. Im übrigen findet 
aber ihre Verschiedenheit für den flüssigen und festen Teil des 
Metalls sowie für die Wand Berücksichtigung. 


Unter den Funktionen, die der allgee- 
meinen Wärmeleitungsgleichung genü- 
ven®), eignet sich für die Behandlung 
des so umrissenen Problems am besten 
das Fehlerintegral, das im weiteren 
Verlauf der Rechnungen dem Vorgehen 
Gröbers’) folgend durch das Symbol: 





.) 


G(y)= Tr \ e u? dy‘) 


bezeichnet werden soll. Die Bedeutung 











> 4 [} > > fi h > 3 N » - + 
der ] ormelz« ich« n Ist aus de r Zu ammen SS N | 
stellung in Tafel 1 ersichtlich. Eine 72720772 IE 2 III N 
schematische Darstellung der Verhält- ®** Außentemperatur 
nisse gibt Abb. 2. Abb. 2. 


4, Arch. Eisenhittenwesen (1928/29), S. 405/12. 

5) Aus der unter %) zitierten Arbeit. 

6) Kinachsialer Fall. 

") tröber: Die Grundgesetze der Wärmeleitung und des Wärmeüberganges. Berlin, Julius Springer (1921). 

s) Werte des Fehlerintegrals. Jahnke und Emde: Funktionentafeln mit Formeln und Kurven. Leipzig und 
berlin, B. G. Teubner (1909), S. 34. Einen Auszug findet man aueh bei Gröber (s. Anm. ®)) und in „Die reehnerische 
behandlung der Abkühlungs- und Erstarrungs- Vorgänge bei flüssigem Metall’. Arch. Eisenhüttenwesen 4 (1950/31), S. 141. 
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Tafel. 


Wärmeleitfähigkeit in kcal h"’ m’ Grad ', 
ce spezifische Wärme in keal kg’ Grad ', 
spezifisches Gewicht kg m * 


NS, 


Die hinzugesetzten Indizes haben die 
gleichen Bedeutungen wie bei den 
on Temperaturen. 


a Temperaturleitfähigkeit m w*, 





b= y4-c-ykealm’”’h” Grad", 
() Schmelzwärme keal ke”, 
T,., wirkliche Anfangstemperatur der Wand, 
‚., relative Anfangstemperatur der Wand, 
[,, wirkliche Anfangstemperatur des flüssigen Metalls, 
f,, relative Anfangstemperatur des flüssigen Metalls, 
I, wirkliche Bloektemperatur, 
f, relative Bloektemperatur, 
i Überhitzung, 
T, wirkliche Erstarrungstemperatur, 
) relative Erstarrungstemperatur, 
T,. wirkliche Wandtemperatur, 
f,, relative Wandtemperatur, 
T, wirkliche Temperatur des flüssigen Metalls, 
f, relative Temperatur des flüssigen Metalls, 


K relative Berührungstemperatur, 
(', E,D Berechnungsfestwerte, 

Entfernung von der Berührungsebene beim unendlich ausgedehnten Körper, sonst 
Bezeichnung für die Abszisse, in m, 
Entfernung der Erstarrungsgrenze von der Berührungsebene beim unendlich aus- 
gedehnten Körper, sonst Bezeichnung für die Abszisse der Erstarrungsgrenze, 
r Zeit in Stunden, 
z Zeit als abhängige Variable von der Erstarrungserenze ın h, ausnahmsweise 

auch in min, 

y Konstante der Erstarrung in m, 
», Erstarrungsgeschwindiekeit in mh'*. 


Ir; 


Zur Vereinfachung der Schreibweise wird für Durchführung der Ableitung der O0-Punkt 
der Temperaturskala auf Ausgangstemperatur der Wand verlegt; dann ergibt sich für die 
Temperaturverteilung in Metall und Wand zur Zeit 7 der Ansatz: 


Für dıe Wand 


1 
f,, Kl (var) (l) 
Für den festen Teil 
. or 
u=K+D-G|; WETTER EHER 
-Jja,tr 
Für den flüssigen Teil 
U -JI = > 
h=C+E-6l57u, Er u. 20x ee 


Zur Ermittlung der Konstanten dienen die Anfangs- und Wärmeüberleitungsbedingungen an 
den Grenzen der drei Körper. Aus der Anfangsbedingung folgt: 


T—=(: t,,=0: th, =C+E:; BT en A 


da G(&)=1 ıst. An der Berührungsebene, in die man zweckmäßig den Koordinatenursprung 
für x verlegt, ergibt sich aus der Gleichheit der durchströmenden Wärmemengen und der 
Voraussetzung, daß ein Temperatursprung nicht auftritt: 


a dt, “ Ö Fi - 
Ah ÄAun (»), 
Ö Aa 1) Ö AU ) 
woraus nach Ausführune der Diftferentiation ohne weiteres 
i D N . bb 
rn oder A ME HT At er 


’ Fe 
| ma, - yYaayı b, 
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folet. Die weitere Ableitung der Konstanten D und E kann ganz im Sinn der bekannten 
Aufeabe „Vordringen des Frostes im feuchten Erdboden“) durchgeführt werden und braucht 
daher hier nur kurz skizziert zu werden. Die Abszisse der Erstarrungsebene £ zur Zeit z ist 
mit Rücksicht auf die Konstanz der Schmelztemperatur © dureh die Beziehung: 


Ir 
FR 
— 
— 
Ä 
zu 
I 
En 
- 
nn 
- 


regeben. Mit Rücksicht auf (2), (3) und (6) hat man 


) n()* WE \\)=(.—- EM)+EG| s is ir dt 


b,. 3yu,2 3 ya,2 
und es folgt, wenn gleichzeitig der Begriff der Überhitzung ä=ft,, - © eingeführt wird: 


() 2 
'E | Ä a k s ( r aa RENTE Er 
D als, =) 2] 2) 


D 


Zur Bestimmung der Erstarrungskonstanten q4 werden die Wärmeableitungsverhältnisse 
in der Erstarrungsebene benutzt. Mit Rücksicht auf die räumlich eindimensionale Durch- 
führung können «die strömenden Wärmemengen auf die Flächeneinheit und auf das Zeit- 
element Or bezogen werden, und man erhält nach dem Schema 


Zuströmende Wärme aus dem flüssigen Teil 


We: 
\ .. I) ® ( = N .. . . * ryv . 
Erstarrungswärme der erstarrten Schicht: ‚, + abströmende Wärme im festen Teil. 
OT 
Dies führt zu dem Ansatz: 
.. FH DE of}, 
As 1 () g 7, (10). 
R r/(2-0) ' R 4 \o0x/E-—o 


Die Ausführung der Differentiation von (2), (3) und (6) liefert bei gleichzeitigem Einsetzen ın (10) 


q° 7 
ev e 
. \ - ' tax ( 
/„D: m... /,E- ys: SE u a (il), 


| mua,z Vra,z ayz 


und dies wird dureh Einführung der Ausdrücke für die Konstanten D und E nach (9) zu der 
Bestimmungsgleichung für q: 


N q? 4? () 
) e j e j : , ( 
7 , tal, . () ray -MÜ | 7 2 I (12). 
h, by 7 [ 7 c,seya;, 
ra) I-Maz 
In ] dı, y | (dl, 


Diese Form der Bestimmungsgleiehung, entstanden dureh die Ausnützung der Beziehungen 
zwischen dem b-Wert und der Temperaturleitfähigkeit, gibt eine gute Übersicht über die 
Einflüsse der relativen Erstarrungstemperatur (©), was gleichbedeutend mit dem Einfluß der 
Ausgangswandtemperatur ist, der Überhitzung ü und des Wertes Ole,, der nichts anderes 
bedeutet, als die Temperaturerhöhung, die bei entsprechender Unterkühlung durch das 
plötzliche Freiwerden der Erstarrungswärme hervorgerufen werden würde. Außerdem ge- 
-- I Bzw. z m, 
sy a, ] Ay, 
Dies ist bei vergleichenden Rechnungen für verschiedene Überhitzungs- und Wandtemperaturen 
eine nicht zu unterschätzende Erleiehterung. Zur Durchführung der Berechnungen wurden 
ın Zahlentafel 2 die für den Stahlwerker wichtigsten Stoffwerte zusammengestellt. Diese 
Zahlen dürfen allerdings nur als vorläufige Richtwerte beurteilt werden '*). 


stattet sie eine vorläufige Berechnung der Glieder mit dem Hilfswert 


9) S.a.Gtröber Anm.”) oder Frank und Mises: Die Differential- und Integralgleichungen der Mechanik 
nd Physik. Braunschweig, Friedrich Vieweg und Sohn (1927). S. 220 ff. 

10), Kine kritische Zusammenstellung dieser Zahlen erfolgt demnächst im Archiv d. Eisenhüttenwesens. Die 
hier wiedergegebenen Werte dienten als Grundlage der in späteren Abb. gegebenen Berechnungen, die z. T. schon vor 
ungerer Zeit durchgeführt wurden. 


14* 
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Zahlentafel 2. 


Stoffwerte (Wärmeleitfähigkeit. spez. Wärme, spez. Gewicht). 


























Wärmeleit- Spez. b 
fähigkeit Wärme tee 
Stoff 1 2. Gewicht 2 ,. d Pa 
kealm ! keal ko! " Erf Fre} 
(rad ! (rad! ke m? 
Flüssiger Stabil . . ». 2: 2... 20) 11) 0,2 000) 0,0143 167 1400 
Fester Stahl oberhalb 800°". . . 25 !1) 0.165 '*) 7500 0,0202 176 237 
Fester Stahl unterhalb 800° 301%) 0.140 1%) 7700 0.0278 IS0 1078 
Fester Stahl bei gewöhnlicher 
KORBBIBENE >... 45-0 % 4 0.50 0,120 7850 20) 
Festes Gußeisen bei 500"... .. 25 3°) 0,140 '°) 7200 0.0248 158 1008 
Kunter Bel 9° . . 2:00 + 330 13) 0,100 ISO 0.375 540 Ss() 
Schamoötte bei 500 bis 1000" . 0,8 0.250 !®) 1800 0.0056? 19 450: 
Von allgemeiner Bedeutung sind 3 Sonderfälle der Gl. (12): 
I. 40. Die Erstarrung tritt solange überhaupt nicht ein, als sich die Voraussetzung 
des zwiefach unendlich ausgedehnten Körpers aufrechterhalten läßt. 
2. #0. Das erstarrende Metall befindet sich von Anfang an auf Schmelztemperatur. 


3. bu = bb. Wand und Metall sind der gleiche Stoff. Die Gleichsetzung b, = b,. erlaubt 
eine Beurteilung der Wirkung der zur Vereinfachung späterer Rechnungen 
vorteilhaften Gleichsetzung der Stoffkonstanten des flüssigen und festen 
Metalls. 


Der Fall y 0 ist vor allem wichtig für das Verhalten des Metalls in Gießpfannen, da 
er zwischen der Mindestüberhitzung des Metalls zur Vermeidung von Pfannenbären und der 
Anfangspfannentemperatur die einfache 














7300 nass: I f ] j a 

o r | N » > (vr > irrt * 

Ü \ 7870 °Stahltermperatur(Abstich) | Beziehung liefert: 

” IS | 
7600 SE TR / h v 
EEE 7,7504 9-IREOTENSCHE ünn =: © (13) 

. h MR a Ale: Mae ). 
| Sermelztemperafur — 73500? ONSINTEWAINGTEITDErA@IU ! Is 


Besonders für Metalle, die gegen eine 
Überhitzung sehr empfindlieh sind, ist 
diese Beziehung von besonderer prak- 
tischer Bedeutung, da sie eine einwand- 
freie Beurteilung der erforderlichen 
Pfannentemperatur gestattet. Die Zeit, 
in der sich die Voraussetzung der un- 
endlichen Ausdehnung als unbedenklich 
erweist, ist um so länger, je größer der 
Pfannenhalbmesser und je stärker die 
Pfannenausmauerung bzw. je geringer 
der b)-Wert der Pfannenausmauerung ist. 
ri | Für die Verhältnisse im Stahlwerk er- 
DR TE ER ‚ gaben zahlenmäßige Berechnungen für 
wi Pfannenausmauerungen aus Schamotte 
(SeHamo#e) Zeiten von etwa 36 min für 240 mm und 
Abb. 3. 64 min für 360 mm Wandstärke des 


son SAU FH Ahr li 
TI III Y ”„” or 
JSÖL Wa ÜS/ATAE Per 


„nnn 


Er@FU 


BA 
D 


VEIT 








11) Die Zahlen sind geschätzt. Lightfoot reehnet mit: A=35 kealm Ih 1 Grad 1. A.Schack rechnet für 
sono mit 4 »>kealm !h !Grad !: St. u. E. 50 (1930), S. 1280. Umfassende Angaben siehe G. Naeser: Wärme 
leitfähigekeit, Blatt B. 17. Werkstoffhandbuch Stahl und Eisen (Düsseldorf, Verlag Stahleisen m. b. H. (1928), Blatt 17. 

1?) Gesehätzt an Hand der Messungen von Matusehka (beriechtigte Abb. 1). 

13) L,Landolt-Börnstein: Physikalisech-ehemische Tabellen, 5. Aufl., Bd.?. Berlin, Julius Springer (1923), S. 1292. 

18) P,Oberhoffer und W. Grosse: St. u. E. 47 (1927), S. 576.8. Die Zahlen oberhalb 1400 0 wurden zugunsten 
höherer Werte geändert, da die Messungen von Oberhoffer und Grosse ınwahrscheinliche Werte für dieses 
Temperaturgebiet ergaben. 8.2.0.0. Ralstone: Iron oxyde reduetion Equilibria. Bulletin 296. Dep. of ecommerce, 
Jurenu of Mines. US. A. Washingeton 1929. 

15) Fr. Morawe: Sanerstoffanreicherungen des Gebläsewindes im Kupolofen. Düsseldorf, Gießereiverlag 
ım.b. H. (1930). 

16) B. Osann: St. u. E. 39 (1909), S. 1111. 

17)‘. H. Desch: J. Iron Steel Inst. 119 (1929), S. 369. 
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Mauerwerks, nach deren Verlauf erst praktisch merkbare Temperaturerhöhungen an der 
Außenwand auftreten (Abb. 3). 

Ergibt sich 90, so ist dieser Wert nur für den Fall brauchbar, bei welchem die 
Wand aus demselben Metall besteht wie der Inhalt der Gießform. Unter diesen Umständen 
bedeutet y die Konstante für das Abschmelzen der Wand. Damit erledigt sich auch der 
Fall 3 in seinem ersten Teil (b, = b.). 

Fall 2 läßt Rückschlüsse auf die maximalen Erstarrungsgeschwindigkeiten auch beı 
Körpern endlicher Ausdehnung zu, insofern als nach Erreichung des Haltepunktes zum 
ıindesten bei räumlich eindimensionaler Betrachtung der auf Schmelztemperatur befind- 
liche Teil des Körpers sich genau so verhalten muß, wie wenn er unendlich ausgedehnt wäre. 
Diese Betrachtungsweise hat Feild besonders bevorzugt '”). 

Die Besprechung: des Falles 3 in seinem zweiten Teil soll später erfolgen. Zunächst 
muß noch einiges über die Konstanten gesagt werden. Wie aus Abb. 2 hervorgeht, ist die 
Berührungstemperatur identisch mit der Konstanten A, die sich nach (6) und (9) zu 


h,, (-) 


vw Do Fels] 
bu 2] an, 


K (14) 


erzibt. Ihre Berechnung gibt Aufschluß über die Beanspruchung der Wand. Allerdings darf 
nicht vergessen werden, daß bei geringer Ausdehnung der Wand die der bisherigen Be- 
rechnung zugrunde gelegte Annahme der einseitig unendlichen Ausdehnung sehr bald ihre 
Gültigkeit verliert. Von diesem Zeitpunkt an steigt aber in den allermeisten Fällen die 
Berührungstemperatur bis auf ein gewisses Maximum an, dessen Höhe sich nach den Wärme- 
ableitungsverhältnissen an der Außenseite der Wand richtet. Im allgemeinen ist, wenn nicht 
besondere Maßnahmen zur Kühlung der äußeren Begrenzung der Wand vorgenommen werden, 
die Wärmeabgabe durch Strahlung und Leitung an der Oberfläche geringer als an der ent- 
sprechenden Stelle im einfach unendlich ausgedehnten Körper. 


Wenn entsprechend dem Fall I eine Erstarrung nicht eintritt, so ergeben sich ohne 
Schwierigkeit für das Temperaturfeld die Ausdrücke: 


l. relative Wandtemperatur 


En 3 K-(1 ovasr)) ee ae 
2. relative Temperatur des Nüssigen Metalls 
| Di x 
,—=K:-|1+ E “|, =] ea 5 Al 
3. relative Berührungstemperatur 
. ER - 
IN li u Zu Bu Se Se Ze Ze ze Ze Ze (17). 
I+, 


Da der O-Punkt der Teemperaturskala auf die Wandtemperatur verlegt wurde, bedeutet ! 
stets den Temperaturunterschied zwischen Wand und Metall zur Zeit 7-0, 


0 


n) . > 9 24 ® Ir. y » ® r 1” 
Der Fall 3 mit r I hat insofern für den Verlauf der weiteren Untersuchung Be- 
N 


deutung, als er die Wirkungen einer Vereinfachung widerspiegelt, die zur Bewältigung ge- 
wisser mathematischer Schwierigkeiten bei der Behandlung des räumlich begrenzten Problems 
bisher stets gemacht wurde. Diese Vereinfachung besteht in der Vernachlässigung der 
Unterschiede in den thermischen Stoffwerten zwischen dem flüssigen und festen Metall. Sie 
st um so entschuldbarer, als wir vor allem über die Wärmeleitfähigkeit der Metalle im 
Nüssigen Zustand kaum sichere Werte besitzen. Man kann daher an Hand der eingangs 
vegebenen Formeln zunächst die Erstarrungsgeschwindigkeiten unter schätzungsweiser Be- 
rücksiehtigung der thermischen Stoffwerte beider Phasen den Wert q, der ja ein Maß für 
lie Erstarrungsgeschwindigkeit des gerade vorliegenden Falles angibt, errechnen und dann 
die Stoffwerte so mitteln, daß für die als Rechnungswert für beide Phasen gemeinsam ange- 
nommenen Stoffwerte die gleiche Erstarrungsgeschwindigkeit erfolgt. Hält sich dann der 
Unterschied zwischen der Temperaturleitfähigkeit a, des festen Teiles und dem angenommenen 


IS) S, Anmerkung 3). 
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Mittelwert a,, in mäßigen Grenzen, so verhalten sıch nach (14) die relativen Berührungs- 
temperaturen A für die wirklichen und die auf Grund der Mittelnahme sich errechnenden 
Werte wie die b)-Werte des flüssigen zu denen des festen Metalls, d.h. 


PER 9, :D.. 


wirkl, ° 


Daß die Betrachtungen des Problems unter den bisherigen Gesichtspunkten wenigstens 
qualitativ, ausreichen, um die der Messung am allerschwierigsten zugänglichen Verhältnisse 
in den ersten Minuten nach dem Guß weitgehend zu beurteilen, zeigen Messungen von 
leitner'®). Die Wandstärke verschiedener unter gleichen Bedingungen zegossener Chrom- 
niekelstahlblöcke, die nach verschiedenen Zeiten umgeworfen wurden, so daß nur die er- 
starrte Wandstärke übrieblieb, während das flüssige Metall herausfloß, ergeben bis zur sechsten 
Minute für das Wachstum dieser Wandstärke das Gesetz £°=0,22S yrm, wobei r in Stunden 
einzusetzen ist. Demnach würde sich dann die Ausbildung des als Transkristallisation be- 
kannten Randgefüges zegossener Blöcke als die Folge des Durchlaufens bestimmter Er- 
starrungszeschwindiekeiten darstellen, deren Beeinflussung dureh die Giesbedinzungen an Hand 
der bisher abgeleiteten Formeln wenigstens «qualitativ abgeschätzt werden kann. 


2. Räumliches Problem. Die Fortführung der mathematischen Behandlung des Problems 
über den Zeitpunkt hinaus, von dem ab eine Aufreehterhaltung der Annahme unend- 
licher Ausdehnung nicht mehr möglich ıst, kommt vom praktischen Standpunkt in Frage 


zur Beurteilung der Abkühlunges- und Erstarrungsbedingungen nach dem Guß Zeit- 
punkt der Verfestigung nach dem Gießen, Beeinflussung der Abkühlung zur Vermeidung 
von Rissen u. del. mehr und zur Beurteilung der Wirksamkeit von Isolierungen und der 


Vorwärmung von Transportgefäßen für flüssiges Metall. (Transporte flüssigen Metalls über 
weite Strecken!) Im letzteren Fall handelt es sich im Gegensatz zum ersteren darum, ein 
Kinfrieren des Metalls möglichst lange Zeit hintanzuhalten. Da der „erstarrungsfreie Fall“ 
der geläufigen Lösung unter vereinfachten Annahmen am meisten ähnlich ist, sei er hier 
vorwegzenommen. 


2a. Erstarrungsfreier Falle. Das Kriterium für das Vorliegen des erstarrungsfreien Falles 
liefert für die praktisch in Frage kommenden Verhältnisse Gl. (13), insofern als sie bei ge- 
xebenem Schmelzpunkt sofort erkennen läßt, ob sich bei bestimmter Überhitzung und Wand- 
temperatur eine Berührungstemperatur einstellt, die über dem Schmelzpunkt liegt. Nur 
wenn dies der Fall ist, soll von einem „erstarrungsfreien Fall“ gesprochen werden. Außer- 
dem soll diese Bezeichnung nur andeuten, daß vom Beginn des Abkühlungsvorganges an eine 
eewisse Zeit vergeht, ehe sich eine Schale an der Wand ansetzt. Gerade die Frage, wie 
lange der erstarrungsfreie Fall vorliegt, bildet einen wesentlichen Punkt der Problemstellung. 

Unter den Funktionen, die der allgemeinen Wärmeleitungesgleichung genügen, eignen 
sich hier am besten die Zylinder- Funktionen, da sie die Behandlung der räumlich zwei- 
dimensionalen Aufgabe mit einer variablen Koordinate zestatten. Die räumlich drei- 
dimensionale Lösung läßt sich ohne weiteres durch Hinzunahme der Kreisfunktionen auf: 
bauen. Doch steigt dadurch die Zahlenarbeit so sehr, daß man dies nur zur Klärung ganz 
bestimmter Fraren Verhalten der Ecken durehführen wird. Dazu kommt noch. daß 
man dann nur die Verhältnisse scharfer Eeken erhält, wie sie in der Praxis nie auftreten. 
Begünstigt wird diese Behandlung der Frage dadurch, daß es sich gerade bei den Transport- 
vefäßen für flüssiges Metall meist um zylindrische Gefäße handelt. Der Einfluß der Boden- 
läche und des freien Metallspiegels, der übrigens in den meisten Fällen dureh einen Deckel 
oder eine zeut isollerende Schlackendecke geschützt ist, wird sich zudem erst zu einem Zeit- 
punkt geltend machen, in dem von einem Vorliegen des erstarrungsfreien Falles keine Rede 
mehr sein kann. 

Die grundlegenden Annahmen werden am besten im Vergleich mit den Voraussetzungen 
im ersten Teil dieser Arbeit umrissen. Es ergibt sıch: 


I. a) Die Berührungsfläche zwischen Metall und Gefäßwand ist eine Zylinder- 
läche, im Gegensatz zur Annahme einer Ebene. 
b) Die Berührung ist so innig, daß ein Temperatursprung nicht auftritt. 
>. a) In der Richtung der X- und Y-Achse ist das System durch eine Zylinder- 
läche begrenzt. Als Randbedingung tritt die Bedingung 3. Art in der Form 
‚of 20 
RN, at auf (a Wärmezahl). 
b) In der Riehtung der Zylinderachse ist der Zylinder unbegrenzt. 'Temperatur- 
unterschiede treten in dieser Richtung nicht auf. 


19) Leitner: St. u. E. 50 (190), S. 1084. 
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3. Zu den Bedingungen a) bis d) kommt noch hinzu: e) Die Temperatur ist nur 
vom Radiusvektor r abhängig. 

t. Konvektionsströme, die nieht eventuell durch eine Erhöhung der Wärmeleit- 
fähigkeit berücksichtigt werden können, treten nicht auf. 

5. Die Verschiedenheit der Stoffkonstanten zwischen Metall und Wand werden 
berücksichtigt. Beim Einsetzen der Erstarrung wird die Rechnung entweder 
abgebrochen oder die Eigenwerte des Problems so verändert, daß sie für 
mittlere Stoffkonstanten des flüssigen und festen Zustandes passen. 

Mit Rücksicht auf die allgemeine Differential-Gleichung der Wärmeleitung, die für 
/ylinderkoordinaten unter der Voraussetzung, daß die Temperatur allein vom Radiusvektor 
abhängt. die Form annımmt 
Of 0, I of\ 

a| 5 


Or or rdor) 
läßt sich für das Temperaturfeld im flüssigen Metall die Funktion F=1(r,r) und für das 
Feld in der Gefäßwand die Funktion f== V(r,r) in folgender Form ansetzen: 


= & 
U= Ce "Wet Jkmır) - - >» > 2 22.2... (18), 
ni 
! v4 I I 
V=- I Gew Sur) +; Y, m r)= Ce" zZinr . . . (9. 


Dabei bedeuten die Symbole J,, Y,, Z, die Besselschen Zylinderfunktionen p!*°" Ordnung 
nach den Definitionen von Jahnke und Emde°®). Als Randbedingungen treten auf: 


Il. Für r=d: 





oOV i OU 


i, a, x A 
Or (r d) 


;<_=u: u Fo 
UÜF(r d) 
>» Für r=R: 

ö oV 

/ 


»Ww 0 Y = 


re A a N 
R) 
mit d als Halbmesser der Berührungsfläche und R als Halbmesser der äußeren Gefäßwand. 
Da die auftretenden Reihen eine gliedweise Behandlung zulassen, sind im folgenden die 
Ordnungszeiger i fortgelassen und die Ableitungen mit einem Glied durchgeführt. Die Un- 
abhäneiekeit der willkürlicehen Konstanten von der Zeit erfordert 


B E An 
m’as—n’a, oder m= | 2 Sc RE 8 
ds 


dabei weisen die Zeiger s auf thermische Festwerte des Metalls und w auf solche der Wand 
hin. A ist das Wurzelverhältnis der Temperaturleitfähigkeiten. Die Konstante © muß sowohl 
für den Bereich des Metalls als auch für den der Wand bei allen zusammengehörigen Gliedern 
den gleichen Wert erhalten, bleibt aber im übrigen der Anpassung an die Anfangsbedingungen 
vorbehalten. Zur Befriedigung der Randbedingungen bleiben demnach für jedes Glied zwei 
weitere willkürliche Konstanten e, und ce, und der Eigenwert n der Differentialgleichung 
übrige. Da die Randbedingungen sich durch die unter (20) und (21) zusammengelfaßten 
3 Gleiehungen ausdrücken lassen, ist die Anwendung eines Wertesystems von 3 Werten nötig 
und ausreichend. 
Das Gleiehungspaar (20) fordert: 
I,KWmdece dad : : » 2 2 Re), 
,,mJ (md)=iunl, I) (nd+e,Y (nd) . . 2 2 22. (24). 


Daraus folgt nach Einführung von A entsprechend der Festsetzung in (22) und unter Be- 
nutzung der kombinierten Stoffwerte a und b (siehe Zusammenstellung in Zahlentafel 1) 


b,I, (md) — bc, Y, (nd) 


' I” 
e; bu J, (nd) a et N a a VI 
h. \ 
e,—n:d\J (nd)J, (md) = J/,(n Dmd). ie re a © 
; Iw 
u 
e, nd: Pr Y.(ind)-J (md) -Y, (nd) J, (md) (26h). 
In 








20, Jahnke und Emde: Funktionen-Tafeln, s. Anmerkung »). 
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Die an sich einfacher aussehende Beziehung (25) ist zur Berechnung von e, unter Einsatz 
der gefundenen Werte für e, nieht brauchbar, da die Tafelwerte infolge ihrer natürlichen Un- 
genauigkeiten besonders für die 0-Stellen von .J, (nd) stark streuende Werte liefern”). Für 
h b„ wird e,=1 und e, verschwindet, so daß dann von selbst die für Temperaturfelder 


mit einheitlichen Stoffwerten bekannten Ausdrücke entstehen. 


s 


Zur Befriedieunze der Bedineung (21) muß sein 


/uenZ,(n BR) 
Dies führt zu 


on 
re 
«A 
a 
oder allzeemeiner mıt vr =» R und ; h 
hı R 


aZ, (n BR) (27). 
Z,(n R) 8 
Zum 2 al ei 
Z,(r) (28 
Z,() m a). 


Durch die Festsetzung d - o-R, so dab o zum Durchmesserverhältnis wird, erreicht man, daß 
die gesuchten Werte alleinige Funktionen von » werden; darauf kann dann ihre graphische 
Ermittlung aufgebaut werden. Vor ihrer Erörterung soll jedoch noch eine Verallgemeinerung 
besprochen werden, die sieh darauf bezieht, daß keine innige Berührung vorliegt, sondern daß 
an der Berührungsfläche die durch sie hindurehfließende Wärmemenge W proportional dem 
auftretenden Temperatursprung ist, d. h. daß man für sie das allgemeine Gesetz aufstellen kann: 


Wek:.l,—#,) (29). 


Die Größe der Wärmeübergangszahl A bleibe vorläufig dahingestellt. Die eingangs definierten 
Annahmen bleiben bestehen mit Ausnahme von Ib). Sie ändert sieh und lautet: 


I. b) An der Berührungsstelle treten Wärmeübergangswiderstände auf. Die von 
einem zum andern Körper fließende Wärmemenge ist proportional einer 
Wärmeübergangszahl # und dem auftretenden 'Temperatursprung. Ein etwa 
auftretender Spalt, wie z. B. bei der Abkühlung bereits erstarrter Metalle ın 
ihrer Gießform, sei räumlich so klein, daß seine Ausdehnung vernachlässigt 
werden kann. 


Die Ansätze (1S) und (19) bleiben die gleichen, ebenso die Bedingung (21), die nur der 
Ubersichtlichkeit halber wiederholt wird. Dagegen ändert sich (20) sinngemäß. Man erhält: 


il. Für r=d: 


PB.i. DE 30 
.o Rın rl ) . i 
i Q "(, A) or \ ) 
2. Für r=R: 
av \ ’ 
Aw 3 a+\ (31). 
( ”() RI) 
An Stelle von (23) und (24) tritt: 
/smJI (md) Kk-I,kmd) end) -e,Y,(nd)| . (32) 
im) (md) iunle, A tmd)+e,Y,(nd)| . . . ee (83). 
Die Auflösung dieses Gleichungspaares nach e, und e, liefert: 
h. /:M 
end nA kmd) , Sind)» Ilm d) 1; I (md): I (nd) (34), 
j ZT . | 
I — Ay Mm u a 
end E -Y,(nd)J (md) Y,(nd) 7. (md) 1: "sulmd)i| (39). 
In i 


Aus (34) und (35) entsteht ohne weiteres (25) und (26), sobald A unendlich groß wird. Da- 
dureh charakterisiert sich der Fall inniger Berührung ohne weiteres als Sonderfall des zuletzt 
behandelten Problems. Zur Befriedieung der Bedingung (21) können die Formeln (27) bis (28a) 
>41) Kine ausführliche Zusammenstellung der Formeln für die Zylinderfunktionen findet man ebenfalls bei 
Jahnke und Emde \nußerdem ist für Vereinfachungen die Beziehung: 
x (Yo tk) «74 (X) Jotx)-Y, (x) | 


von Bedeutung, die sieh nach den dort gegebenen Definitionen, die auch den Zahlentafeln zugrunde liegen, ergeben. 
.) 
ange>rgrebenen Definitionen ergibt sich der Wert des Ausdruekes zu 


Mit den von Frank und Mises 
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ınverändert benützt werden. Zur graphischen Auflösung berechnet man mit Hilfe des Durch- 
messer-Verhältnisses zunächst die Konstanten e, und e, als Funktionen von v», wobei an Stelle 
von n-d:v:o tritt und m» d mit Rücksicht auf (22) zu Avo wird. Dann folgt die Berechnung 
von Z, (vr) und Z, (v) und ihres Quotienten entsprechend (25a). Dabei werden jedoch die e;- 
nd e,-Werte nicht als Konstante, sondern als Funktionen von v eingesetzt. Die resultierenden 
Kurven ergeben einen Ähnlichen Verlauf wie Tangenskurven. Ihre Schnittpunkte mit der Ge- 


rıden WR ergeben die jeweiligen Lösungen für v und damit die zugehörigen Werte von e, 
und e,. Da in (34) und (35) der Faktor m auftritt, bei dessen Umreehnung auf » im 
Nenner R erscheint, ergeben sich für verschiedene Außendurechmesser -2R und gleiche 


Durchmesser-Verhältnisse o nur dann gleiche Lösungen für v, wenn k- R konstant wäre, oder 
wenn # = wird. Daraus folgt, daß bei Auftreten eines Wärmeübergangswiderstandes die 
Berechnung jedesmal neu durchgeführt werden muß, sobald sich R oder d ändern. Nur bei 
alleiniger Veränderung der äußeren Wärmeleitfähigkeit « kann ein Teil der Berechnungen 
wieder benutzt werden, da in diesem Fall bloß die Gerade n = ihren Winkel zur v- Achse 
ändert. Die aufeinanderfolgenden Schnittpunkte geben die zugehörigen Wertesysteme für m, 
n; ec, und e, für die einzelnen Glieder in der Reihenfolge ihrer Ordnung an. Bei der Aus- 
wertung des Temperaturfeldes sind dann selbstverständlich e, und e, als Konstante zu be- 
handeln. 

Ist der zu untersuchende Körper aus mehreren Schalen verschiedener thermischer Eigen- 

schaften zusammengesetzt, zwischen denen Wärmeübergangsbedinzungen herrschen, die durch 
(29) dargestellt werden können, so ist der Ansatz (30) bis (35) sinngemäß unter Einführung 
neuer Eigenwerte zu wiederholen. Man erhält dann für jede Schale neue Wertesysteme e 
e,, n, deren Ermittlung in analoger Weise, wie oben angedeutet, erfolgen kann. 
Zur Anpassung der auf diese Weise gefundenen Funktionen an die Anfangstemperatur- 
verteilung, also zur Ermittlung der Konstanten €, müssen ihre Orthogonalitätsbedingungen 
berücksichtigt werden. Dies geschieht am einfachsten in strenger Anlehnung an die von 
Frank und Mises’) in klassischer Form gegebene Darstellung des Entwicklungssatzes. Ihre 
Wiedergabe soll allgemein erfolgen, so daß sie auch benutzt werden kann, wenn das hier 
behandelte Problem die Anwendung von Kreis- oder Kugelfunktion erfordert. Ausgehend 
von der „selbstadjungierten“ Differentialgleichung 


We) 


N ” 
„rest let + 7 p@)la Da 


in welche die allgemeine Differentialgleiehung der Wärmeleitung durch den Ansatz e "’«" Fim.r) 
und entsprechende Wahl der Funktionen r (Gr), y(«) und p(x) stets gebracht werden kann, er- 
hält man mit 

r@=2; pda ad ee ern; dem, . . .. EM 


l 
ze ym’zy=d=u +—  ytmy. .: .: 2 2 2 8 2 8 8 8 5 BB. 


“di 

Dies entspricht der eingangs angegebenen Form der allgemeinen Differentialgleichung für 
unsern Fall. Für Kreisfunktionen beispielsweise wäre r(#r) = p(e)=1 zu wählen gewesen, 
of Q,f | 
Or 2. Dr? 

„Multipliziert man die für 7; geltende Gl. (35) mit „7, und zieht sie dann von der unter 
Vertäuschung von i und %k entsprechend gebildeten Gleichung ab, so erhält man nach Inte- 
oration beider Seiten in den Grenzen von a bis 5b°*)* 


da ın diesem Fall die Differentialgeleichung zelautet hätte. 


h 
4 h / 4 “ \ . 
[ey ya — Yyı)a = (m? - m )\ada. 2» 202022025489). 
a 
Für unser Problem eilt ferner 
Il. für » 0 mit Rücksicht auf die Symmetrie 
ou 0) 0 
2 2; - NE ET a a ET : u }, 
":, Frank und Mises: Die Differential- und Integralgleichungen der Mechanik und Physik. Braunschweig, 


"r. Vieweg und Sohn (1927), Bd. I. S. 227 ff. 
>3), Wörtlich nach Frank und Mises|.e. 
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>. für r=d nach (30) 


OU h; I’ \ ] Bi V { 
5; yn ( I; | az rn 
YV I; 
- HU Veen. WW—- N .: .» 2 5 5 2 55 
er, d) Aw 
3. für r= Ronach (31) 
\V ‚ 
’ ES 0 


0 "( R) hr 


Setzt man für den Augenblick in (39) an Stelle von x die Variable r und an Stelle von 7 
und V zur Kennzeichnung des Umstandes, daß es sich um partielle Lösungen handelt, « und 
v, so erhält man bei entsprechender Wahl der Grenzen zwischen 0 und d bzw. d und R 


d 
’ 5) ’ / q 
(m? m) Ser ww dr <a ku; u u), Sh,rduo; - ut) - : . MN), 
u 
R 
nn) See; r,)or—le (lv; -v, "7; v;)]% hudlu. vu; -wvt)a=dM - - - (45) 
d 


Multipliziert man (44) mit a, und (45) mit a, und berücksichtigt man, daß m’ a, = n? a, 
eesetzt wurde (22), so folet aus (44) und (45): 


I. Für i=k 


d R 
Cs Ys au; u, or= CvYw) vv: Or Ihr aldi 5 
() d 


2. daß für @=%k jedoch die Integrale ihren Wert behalten, da die linke Seite beider 
Gleichungen bereits durch den Klammerfaktor zum Verschwinden gebracht wird. 


Ansatzeemäß eilt für 7-0 
Fir) =U(lr)=C, uw, +C,u, + 0,% :..::. im Bereich von O bis d. . . ....(47), 


Firn=-Vn=t vr, +6,09. +6,09 .:::% im Bereich von dbis R. . . ...(48). 


Multipliziert man nun (47) mit es ys + ru, und integriert von € bis d und (48) mit eu ya r+®; 
und ınteeriert von d bis R, so erhält man nach Addition der auf diese Weise entstandenen 
(Gebilde, da rechts alle Glieder mit ungleichen Ordnungszeigern verschwinden, 
d R d R 
sysIrFe) u -dr+tcuyufrFler)vör=(C;[e,ySru?oOr+carYwsrv?ör] . (49), 
( E 


d d 


woraus ohne Schwierigkeit bei vorgegebener Anfangstemperaturverteilung f= Fr) für jedes 
(lied die entsprechende Konstante (€; zu: 


d R 
ey, Ir For)wor+ceyasrFlr)v;or 
' u d 2 
d R er ee 
sy, Ssru?Or+cuYwsrev?or 
0 d 


folgt. Für «den vorliegenden Fall wird daraus nach Einführung der Zylinderfunktionen ent- 
sprechend (18) und (19) und unter der Annahme, daß in den einzelnen Schalen sowie im 
kern die Anfangstemperaturen zwar in den verschiedenen Körpern verschieden innerhalb 
jedes einzelnen jedoch konstant sind. 


d | 
IC Y,TD + ten Ca Ye „IRA R) dZ, (n,d)] 
ı 


9 m; 


mg = ze. or »1). 
ev) + ey RR [Zn R)+ Zn; RB) RP [Zn + Zn; ]y \ 


Für Körper mit mehreren Schalen liefert die analoge Durchführung des Verfahrens ohne 
Schwierigkeit die entsprechenden Formeln. Infolgedessen kann auf ihre Wiedergabe ver- 
zichtet werden. 
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2b. Berücksichtigung der Erstarrung durch sich überlagernde Temperaturverteilungen. So- 
hald mit fortschreitender Zeit das erste Stadium des Temperaturausgleiches vorüber ist, in dem 
‘ich Unstetigkeiten so ausgleichen, als ob ein unendlich ausgedehnter Körper vorläge, weil 
lie dureh sie hervorgerufenen anfänglich sehr schnellen Temperaturbewegungen die räum- 
\iche Begrenzung des Körpers praktisch noch nicht erreicht haben, bereitet die Berücksichtigung 
ler Erstarrungswärme für den allgemeinen Fall ziemliche Schwierigkeiten. Der Weg der 
(jleiehsetzung der an der Eıstarrungsgrenze zu- und abströmenden bzw. freiwerdenden 
Wärmemengen, wie er sich in allgemeiner Form in Gl. (10) widerspiegelt, ist hier nieht ohne 
weiteres gangbar, weil die erforderlichen Reihenentwicklungen eine explizite Form für die 
Raumkoordinaten als Funktionen von Temperatur und Zeit nicht zulassen. 

Eine Möglichkeit, die H. Schmidt und Uhink sowie S. Saitö’) ausgenutzt haben, 
hesteht darin, die bei der Erstarrung des Grenzschichtendifferentials freiwerdende Wärme: 
menze als Wärmequelle aufzufassen. Allerdings muß dann von einer Näherung für die Er- 
starrungsgeschwindigkeit ausgegangen werden. Stellt man sich eine Schicht flüssigen Metalls 
von der Stärke dx vor, die durch irgendwelche ım Augenblick belanglose Vorkehrungen 
weiteehend unterkühlt wurde, so besteht zum mindesten theoretisch die Möglichkeit, ihre 
Krstarrung plötzlich und adiabatisch vorsichgehen zu lassen. Die bei der Erstarrung frei- 
werdende Wärmemenge sei qkeal/kg, die spezifische Wärme des festen Metalls sei e, Die 
freiwerdende latente Wärme ist dann imstande, das Metall um die Temperaturspanne E-qle 
zu erwärmen. Je nachdem, wie weit die Unterkühlung getrieben wurde, können zwei Fälle 
eintreten. 


I. Die Unterkühlung hat so tiefe Temperaturen erreicht, daß bei der Erstarrung andere 
wärmespendende Umwandlungen sind genau so zu behandeln der Schmelzpunkt (Um- 


wandlungspunkt) des Metalls nicht mehr erreicht wird. Dann wird die Temperaturerhöhung 
FE g/e in ihrem vollen Betrage zur Geltung kommen. Der Vorgang wird einmal eingeleitet 
in allen Teilen des Metalls gleichzeitig und nach Art des Verschwindens einer instabilen 
Phase vorsichgehen, wenn der Betrag der Unterkühlung überall die Größe E unterschritten hat. 


>. Die Unterkühlung ist an einzelnen Stellen geringer als die Temperaturerhöhung E, 
die als Folge der Erstarrung der ganzen Metallschieht auftreten müßte. Da der ganze Vor- 
oanz adiabatisch geleitet werden soll, werden nur die Teile erstarren können, deren Unter- 
kühlung weit genug getrieben wurde. Sie werden dann als Erstarrungszentren fungieren, 
während der übrige "Teil der Schmelze höchstens die Erstarrungstemperatur erreichen kann, 
da die feste Phase oberhalb der Erstarrungstemperatur nieht existenzfähig ist. Über die er- 
starrte Metallmenge läßt sich sofort die Aussage machen, daß die dureh ihre Erstarrung 
[reieewordene Wärmemenge nicht größer sein kann, als zur Aufheizung des flüssiren Restes 
auf Erstarrungstemperatur erforderlich ist. Ein weiteres Fortschreiten der Erstarrung ist an 
die Aufhebung der Voraussetzung gebunden, daß der Vorgang in dem betreffenden Bereich 
des Metallkörpers adıabatisch erfolgt. 

Vergleicht man diese Gedankengänge mit den Theorien Tammanns, so ergibt sich zu- 
nächst für den Fall 1, daß unter diesen Voraussetzungen die Erstarrungz bzw. Umwandlung 
nur dann plötzlich vorsichgehen kann, wenn die Kristallisationsgeschwindigkeit, genauer 
definiert als Kristallwachstumsgeschwindiekeit, im Verein mit der vorhandenen Kernzahl die 
Umwandlungesgeschwindiekeit », x ergibt. Für den Fall 2 läßt sich weiter die Folgerung 
zichen, daß unter Umständen nicht zusammenhängende Räume des Metallköspers umge- 
wandelt werden, während andere ebenfalls zusammenhängende Räume noch Hlüssig bleiben, 
bzw. im Zustand der instabilen Phase bei Umwandlungstemperatur verharren, d. h. daß 
sich entsprechend der Verteilung der Kerne um diese herum Erstarrungszentren bilden, die 
räumlich über die ganze Metallmasse verteilt sind. Diese heizen dann während ihrer KEr- 
starrung ihre Umgebung auf Erstarrungstemperatur bzw. Umwandlungstemperatur auf. Das 
Wachstum dieser Erstarrungszentren muß sein Ende finden, wenn die gesamte Metallmasse 
die Umwandlungstemperatur erreicht hat. Das Endergebnis wäre eine halbflüssige Metall- 
masse, in welcher die Kristalle herumschwimmen, bzw. je nach ihrem spezifischen Gewicht 
absıinken oder aufsteigen. Läßt man nun ein Abfließen der Wärme nach irgendeiner 
ichtung zu, so ergeben sich wieder zwei Fälle: 


a) Die abfließenden Wärmemengen sind verhältnismäßig klein. Es bildet sich eine 
Krstarrungserenze, deren Fortschreiten Umwandlungsgeschwindigkeiten bedingt, die kleiner 
sınd als die Höchstwerte der sich aus Kristallwachstumsgeschwindigkeit und vorhandener 
kernzahl ergebenden möglichen Umwandlungsgeschwindigkeit. Dann wird an der Erstarrungs- 
srenze die Erstarrungstemperatur unverändert fortbestehen bleiben, und das Fortschreiten 
(ler Erstarrungserenze selbst wird sich nach den Gesetzen vollziehen, die die Wärmeableitungs- 
verhältnisse diktieren. 
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bh) Die Wärmeableitungsverhältnisse erzwingen den Abfluß sehr großer Wärmemeneen. 
Unter der Voraussetzung, daß Kristallwachstumsgeschwindiekeit und Kernzahl die Um- 
wandlungsgesehwindigkeit bei einem endlichen Wert limitieren, ist dann der Fall möglich, 
daß die abströmende Wärmemenge über die Erstarrungsgrenze hinaus Temperatursenkungen 
erzwingt, so daß wiederum einzelne Partien des Metallkörpers unterkühlt werden. Ist in 
diesem Falle der flüssige Metallkörper mit Kristallen durchsetzt, so ist die Möglichkeit gegeben, 
daß ın einem gewissen Bereich diese Kristalle in einer unterkühlten Umgebung nach Maß;- 
abe ihrer maximalen Wachstumsgeschwindigkeit so lange weiter wachsen, bis die flüssige 
Phase aufgezehrt ist. In diesem Falle würde ein Umwandlungspunkt an keiner Stelle der 
Metallmasse in Erscheinung treten. Die rechnerische Behandlung dieses Problems wäre mit 
Hilfe der Quellenlösung ohne weiteres zu meistern, sobald man entsprechende Werte für die 
maximale Kristallwachstumsgeschwindigkeit und eine der vorhandenen Kernzahl entsprechende 
raumgitterartige Anordnung der Wärmequellen in die Rechnung einführt. Erfahrungsgemäß 
treten aber bei der Erstarrung ausgesprochene Haltepunkte auf. Versteht man nun unter 
„teilweiser Unterkühlung“, daß die Unterkühlung nur in einem bestimmten Raum groß genug 
ist, um eine vollständige Erstarrung ohne Überschreitung des Umwandlungspunktes zuzulassen, 
so wird die Verfestigung des übrigen Teiles nach Erreichung der Umwandlungstemperatur 
nach den in Fall a gegebenen Gesichtspunkten vorsichgehen. 

Da über die maximale Erstarrungsgeschwindiekeit zur Zeit keine Werte vorliegen, die 
man mit einiger Sicherheit als Grundlage einer Berechnung benutzen kann, ist es zunächst 
besser, die Berechnungen ohne Berücksichtigung der Unterkühlungserscheinungen durchzu- 
führen. Sie können dann als Ausgangspunkt der weiteren Erforschung des ganzen Fragen- 
komplexes dienen. 

Um die formelmäßige Darstellung nicht allzusehr zu komplizieren, soll auch hier nur 
mit solchen Verhältnissen gerechnet werden, bei denen das Temperaturfeld nur von einer 
Veränderlichen des Raumes abhängig ist. (Wand, Zylinder, Kugel.) Unter diesen Verhält- 
nissen wird sich jede Anfangstemperaturverteilung an Hand der Orthogonalitätsbedingungen 
dureh eine Reihe der Form 


N % 


Fee 0) NIC, Pim;)] . . . ; : r r . F : r R r . ; > (92) 
i () 


(darstellen lassen, so daß durch geeignete Wahl der Eigenwerte in; für spätere Zeiten das 
Temperaturfeld durch den Ausdruck 


im 
t Io; e mj’ar Pim;)] . i : ! > ; , 2 \ } 2 : (53) 
N () 
beschrieben wird. Die Konstanten €; folgen dann aus der im Raum von A bis B willkürlich 
eerebenen Anfangsfunktion F(.r), die allerdings den Dirichletschen Bedingungen entsprechen 
muß, unter Fortlassung der Zeiger i zu 


B 


. 


(' Fa). p(@): Film a)dır 


A 

Der Nenner N ist nur abhängig von den Orthogonalitätsbedingungen und hat, wenn der 
Körper homogen ist, die Forni 
RB 

N -\ pt): Pima)d.r TE a no 3° 


A 
andernfalls besteht er aus einer Summe von Integralen ähnlich wıe ın (50). 

Tritt nun an einer beliebigen Stelle «= £ zur Zeit z eine Wärmequelle auf, die für den 
Streifen d.e die plötzliche Temperaturerhöhung E zur Folge hat, so folgt für ihre Darstellung 


F ve 
de vpeh PimS)os:. ee 


Das sich dem ursprünglichen überlagernde Temperaturfeld läßt sich dann durch den Ausdruck 


f \ v | E * N Pa o n (7 ) \ „\ | Pe 
ı) — | V "p (<) / (m;£) O& :e ai Ba z l (m;ar)) r . ° ° “ (4) 
Fr | 


l ! 


wiedergeben. Sind nun die auftretenden Wärmequellen ihrer Intensität nach gleich, so daß 
sie stets die gleiche Temperaturerhöhung zur Folge haben, und läßt sieh ihr Auftreten durch 
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sine Gesetzmäßigkeit zwischen Zeit und Ort ihres Auftretens in der Form z= F(£) in einem 
hastimmten Bereich E=.xr, bis = x, erfassen, so erhält man den Wert der Konstanten Ci; 


‘ir das als Überlagerung auftretende Temperaturfeld zur Zeit z= F(«#,) aus 
X2 


’ 


VER UT ZUERST LI ECT TC >) 
%: 

Beschränkt man die Betrachtung des Temperaturfeldes auf den zeitlichen Bereich des 
\uftretens der oben erwähnten gesetzmäßig auftretenden Wärmequellen, so erweist sich 
C,,, als Zuwachs zu den Konstanten €; der Reihe, die das Temperaturfeld vor dem Ein- 
setzen der Wärmeentwicklung beschrieb. Der Zeitpunkt des Einsetzens der Wärmeentwicklung 
ä]it bei unserem Problem mit dem Augenblick 7, zusammen, in welchem die sich aus der 
\nfangstemperaturverteilung entwickelnden Temperaturisochronen an irgendeiner Stelle X, 
lie Erstarrungs- bzw. Umwandlungstemperatur erreichen, Schreitet man nun um eine Zeit- 
stufe z, fort, während welcher das Auftreten der Wärmequellen der Gesetzmäßigkeit 2  F(£) 
»ehoreht, so ergeben sich für die einzelnen Glieder der das Temperaturfeld beschreibenden 
Reihe unter Fortlassung der Zeiger © Ausdrücke der Form 


(C | Ci,)e m? a (Ta + 2ı) P im x) r ; R j , ß , . , 3 ‚ i ' (DU), 


und die Reihe erhält das Aussehen: 


N u 4 Nı 
\ ( FE rn " . ; ” - . \ . 
tr < (ta +21) ir N \Pd)Plm;S-et mar oggle mar. P (m; | (60). 
— | IN; _ 
=] No 
Dabei sind X, und X, die inversen Funktionen P(z) des Gesetzes 2° F(& für z° 0 bıs 


2. 

Befolget die zeitliche und räumliche Anordnung der (Quellen bis zur Zeit z, ein ein- 
heitlich gegebenes Gesetz, um dann aufzuhören, so genügt es für die Ermittlung späterer 
Temperaturverteilungen in (60), das Integral über den Bereich von X, bis X, zu erstrecken 
und die Integration unmittelbar durchzuführen oder, wenn dies nicht möglich, seinen Wert 
graphisch oder numerisch zu ermitteln. 


Bei der Verfolgung der Erstarrungs- und Umwandlungsvorgänge ist das Gesetz für das 
Fortschreiten der Umwandlungsgrenze nicht bekannt. Es ist außer von der Anfangstemperatur- 
verteilung auch noch in starkem Maße von den Randbedingungen abhängig. Zu seiner Er- 
mittlung ist die Forderung maßgebend, daß zur Zeit 7 „+2, für «= X, stets die Umwand- 
lungstemperatur aus Gl]. (60) erfolgen muß. 8. Saitö und Schmidt und Uhink*) haben 
num zur Ermittlung dieses Gesetzes, ausgehend von einer Funktion, wie sie der erstarrungs- 
freie Fall liefern würde, die Methode des mehrfachen falschen Ansatzes angewendet. Als 
Kriterium diente der Schnittpunkt der aus 5 Gliedern berechneten Temperaturisochronen. 


Betrachtet man die Schwierigkeit, daß die Arbeitsweise mit Wärmequellen eine Berück- 
sichtiegung der thermischen Verschiedenheit der beiden Phasen vor und nach der Umwandlung 
dureh entsprechende Mittelnahme nach den weiter oben besprochenen Gesichtspunkten als 
behoben, so haftet dieser Methode noch die Schwäche mangelnder Konvergenz gerade für den 
Augenblick der Erreichung des Umwandlungspunktes zur Zeit z, an. In der schematischen 
Abb. 4a treten diese Verhältnisse deutlich hervor. Entsprechend den Wärmeableitungsver- 
hältnissen an der Umwandlungsgrenze hat die wirkliche Temperaturverteilung in deren Um- 
sebung die Gestalt ABC. Der Bruchpunkt in B tritt um so schärfer in Erscheinung, je größer 
die Umwandlungswärme ist. Ist er doch der sichtbare Ausdruck für die Tatsache, daß das 
Femperaturgefälle BC im umgewandelten Teil außer den aus dem noch nicht umgewandelten 
(rebiet abströmenden Wärmemengen, deren Folge das Temperaturgefälle AB in diesem Gebiet 
ist, auch noch den Abfluß der Wärmemengen gestatten muß, die infolge der Umwandlungs- 
zeschwindigkeit freiwerden. Die Reihenentwicklung liefert eine Temperaturverteilung ent- 
sprechend der Kurve ADC. Sie schmiegt sich je nach der Anzahl der verwendeten Glieder 
ehr oder weniger dem Linienzug ABC an. Diese Anzahl wächst mit Schärfe der Richtungs- 
ınderung in B. Die bisher veröffentlichten Berechnungsverfahren, deren Kriterium der Schnitt- 
punkt D mit der Umwandlungstemperatur war, vernachlässigen den Betrag DB AS. In- 
'ölgedessen resultiert je nach der Größe der Umwandlungswärme und der Anzahl der ver- 
wendeten Glieder eine zu große Umwandlungsgeschwindigkeit. 


>74), MH. Schmidt und W. Uhink: Mitt. K.-W.-Inst. Eisenforseh. 12 (1930), S. 323142 
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Diese Überlegung führt ganz von selbst zu einer Methode der schrittweisen Verfolgung 
des Vordringens der Umwandlungsgrenze unter Verwendung einfacher analytischer Näherungs- 
eesetze, deren Abweichungen vom wirklichen Gesetz innerhalb der betrachteten Zonen ver- 
hältnısmäßig klein gehalten werden können. Im allgemeinen werden sich stets die einzelnen 
Zonen in solehe einteilen lassen, in welchen die Umwandlungsgeschwindigkeit rasch ab- 
nimmt, wie z. B. in den Randzonen gegossener Blöcke, in solche, in denen die Veränderung 
dieser Geschwindigkeit verhältnismäßig gering sind, und endlich in solche, in denen die Um- 
wandlungsgeschwindigkeit rasch zunimmt, wie z.B. in der Mitte zylindrischer oder kugel- 
[örmiger Körper. 

Bedeutet nun & die Dieke der zur Zeit z, erstarrten oder, was in diesem Zusammenhang 
eleichbedeutend ist, der umezeewandelten Schale, so wird dureh den allgemeinen Ansatz: 


"ortschreiten der Umwandlungsgrenze 
?=+g:ß-—-2P ..:. a Sn 


Umwandlungsgesch windiekeit 
eier re ee 


stets dureh entsprechende Wahl von g und p eine weitgehende Näherung für alle drei Fälle 
eefunden werden können, unter der Voraussetzung, daß man die Ausdehnung der Zonen nicht 
zu eroß wählt. Sind die Veränderungen der Umwandlungsgeschwindiekeit nicht sofort zu 
überblicken, so wird man unter entsprechender Kleinhaltung der betrachteten Abschnitte 
p 0 setzen. Dies entspricht einem Arbeiten mit mittleren Erstarrungsgeschwindigkeiten. 
Für das Fortschreiten der Erstarrungsgrenze erhält man dann einen polygonalen Linienzug, 
dessen gradlinige Teile in etwa den Sehnen der wirklichen Kurve entsprechen. In diesem 
Hall wird man dann an Stellen starker Krümmung in zweiter Annäherung die Berechnung mit 
einem passend gewählten p wiederholen. 

Für «den vorliegenden Fall erstarrender Metallblöcke in verhältnismäßig kalten metallischen 
(ießformen weisen die Berechnungen im ersten Teil unserer Arbeit für den Verlauf der Er- 
starrung in der Randzone auf den Wert p 0,5 (Wurzelgesetz) hin. Die Verwendung dieses 
Wertes als erste Annäherung empfiehlt sich um so mehr, als die Konvergenz der Reihen erst 
nach dem Verstreiehen einer gewissen Zeit seit Beginn des Vorgangs ohne übermäßige Zahlen- 
arbeit eine genügend scharfe Darstellung der Verhältnisse erlaubt. Nach den Untersuchungen 
von Liehtfoot?’) trifft das Wurzelgesetz bei der Erstarrung der Ränder plattenförmiger Blöcke 
streng zu. Die bisher durehgeführten Berechnungen an zylindrischen Körpern weisen dagegen 

+) 
auf p s hin. 

Sobald man über das Anfangsstadium der Erstarrung hinaus ist, werden jedoch die 
Kurven für das Fortschreiten der Erstarrung in Abhängiekeit von der Zeit flach genug, um 
eine Fortführung der Bereehnung mit p==0 zu gestatten. Für plattenförmige Körper trifft 
dies bis zum Ende der Erstarrung zu. Bei prismatischen, zylindrischen und kugelförmigen 
Körpern dagegen nähert sich die Erstarrungsgeschwindigkeit im Kern wieder dem Wert 2. &. 
Dies führt in erster Annäherung wieder zu einem parabolischen Gesetz mit py=. Außer- 


dem reehnet man in solehen Fällen stets mit einem Koordinatensystem, dessen Ursprung im 
Zentrum «des betrachteten Körpers liegt. Die entsprechende Koordinatenverschiebung unter 
Berücksichtigung des Grenzwertes unendlich für die Umwandlungsgeschwindigkeit bei r =0 
(r = Radıusvektor) führt zu einer Näherungsform: 


r=yvr!’— ao — 2). -» 2 8 0 8 8 nee 


und z entsprechen zusammengehörigen Größen für Radıusvektor und Zeit zu 


y 


Die Werte vr, 
einem Zeitpunkt, in welchem die Erstarrungsgrenze sich dem Blockzentrum bereits so weit 
eenähert hat, daß sieh die Zunahme der Erstarrungsgeschwindigekeiten stärker bemerkbar macht. 

Zur Fortführung der Bereehnungsmethode sei wieder auf die Verhältnisse zylindrischer 
Blöcke zurückeegriffen, da dies die Darstellung erleichtert und eine sinngemäße Übertragung 
auf andere Formen keine besonderen Schwierigkeiten machen dürfte. Man geht von der 
Blockoberfläche rd (Blockhalbmesser, Zylinderkoordinaten, Temperatur nur vom Radius- 
vektor abhängig. Ausdehnung des Zylinders in der Achsenrichtung unendlich) aus. Zum 
0)-Punkt der Zeitrechnung sei der Beginn der Erstarrung gewählt. Zur Darstellung des Tempe- 
raturfeldes in Bloek und Gießform werden die Ansätze (15) und (19) benutzt, deren Eigenwert- 
System etwa unter Berücksichtigung des Spaltes nach (30) bis (35) bestimmt wurde. Dann 
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folgen die Konstanten (€; nach (51). Auf die Beurteilung der Statthaftigkeit, den Erstarrungs- 
beginn mit der Ausgangstemperaturverteilung zusammenfallen zu lassen, wird später zurück- 
oekommen werden. 

| Als erste Stufe faßt man eine Schale der Dicke &=d—r, ins Auge Mit p =0,5 er- 
fordert nach (61) die Erstarrung dieser Schale die Zeit: 


l Br 
zZ, ( ) ) Fi 
vi 


Nach (60) ergibt sich für die Temperaturverteilung zur Zeit z,, nachdem 7, voraussetzungs- 
cemäß 0 ist und X, d bzw. X,=r, wird, 


Irr 


a  (;’\) 


i F rı 


. d—r;,\?2 
v FE mj? a mj?az 
t;, \ C;+ N. -\ r-J, (m; r)-e | 4 Orle | Jim; " 169) 
i—=( d 
mit: 
| Cw Y A r 9 r ‘ y r . r Mn 
No, dm; d)+J km; d)) + r AR [Z’ (nm; M)+Z’ln; RB) — d|Z’ in; d)+ Zr (n,d)]}. 


Bei richtiger Wahl von 4 müssen nun nach Abb. 4a die Tangenten aus dem in Höhe der 
Erstarrungstemperatur liegenden Punkt r,, der dort mit B bezeichnet wurde, einen solchen 
Winkel miteinander bilden, daß die Gleichung 


Of . Of 


is / " 
"Orten 4+4) "ON en 0) 


I 
erfüllt wird. Um dies festzustellen, genügt es, in der Entfernung /, von B, die man aus 
/weckmäßigkeitsgründen entweder zu 1; 0,1 oder 0,01 m wählt, eine Senkrechte SS zu ziehen 
und die Tangenten AB und BC durch entsprechende Verlängerung mit ihr zum Schnittpunkt 
zu bringen. Solange man bei Anwendung der Quellenmethode nicht in der Lage ist, die 
thermische Verschiedenheit der beiden Phasen vor und nach der Umwandlung zu berück- 
sichtigen, gibt der Abschnitt FC, im Temperaturmaßstab der Zeichnung gemessen, unmittelbar 
den in Celsius-Graden erfolgenden Wert 
Fe! V-ye, SUD.. and ME; 
Ä hs 2(d r) 

Sobald eine Quellenmethode gefunden wird, die diesen Mangel vermeidet, wird man sinn- 
gemäß aus den in gleicher Weise festzustellenden Temperaturgefällen die entsprechenden 
Wärmemengen berechnen und sie mit der freigewordenen Umwandlungswärme vergleichen. 
Die Ermittlung von g erfolgt am besten graphisch durch Interpolation an Hand des Vergleichs 
der Soll- und Istwerte des Abschnitts FC nach Durchführung der Berechnung mit mindestens 
3 Werten für q. Die Kriterien dieses Verfahrens sind, wie anläßlich der praktischen Durch- 
rechnung verschiedener Beispiele festgestellt wurde, außerordentlich scharf, so daß die end- 
gültige Lösung ohne weiteres im Rahmen der erforderlichen Genauigkeit liegt. Der zugehörige 
Wert von z, folgt dann wieder aus (64). 

Für die nächste Stufe, die bis r = r, gehen möge, kann man bereits das lineare Gesetz 
nach (61) mit p 0 zur Grundlage der Berechnung machen. Dann erhält man: 





i 08 en 
& (r,—r) y(z 2); %= Fr Mo 5 
Mit 
BR; 2 1 — r\2 
Z— r, r, E Hm? a, ” 
F(£,)=2, +; Di ; \r J,(m;r)e or . 2.2 ...(69) 
4 N; ı 
d 
erhält man dann für die Temperaturverteilung zur Zeit z, die Reihe 
i 4 ro a 
\ ‚| E +mij?aszı ( t miray" - mj? ay 2a _ 
& \ C;+D;,, + ve \r./, (mr) e “ oOrle hair) KO). 
A , 
i=1 1 


Ähnlich wie bei der ersten Stufe bildet die Tangentenkonstruktion aus dem Punkte B, der 
nunmehr auf der Erstarrungstemperatur bei r—=r, liegt, das Kriterium für die richtige Wahl 
von q. Da nach (68) die Erstarrungsgeschwindigkeit nunmehr ®»,==q wird, errechnet sich 
analog (67) der Wert des Abschnittes FC zu 
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In sinneemäßer Weise verfährt man Abschnitt für Abschnitt. Aus (70) wird für den nten 
Abschnitt 


"n 
: Zu » a ın—1 u 92 r 
j E mj?as: mj? az — Mj? AayZy | 


.: n) im „ * . > * mg 
t;, 2 | Gi D;, ' ut Din 1 N,° \r./,(m;r)e ” 0 e Jun), (42). 
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Das Auftreten eines Haltepunktes äußert sich dadurch, daß bei dem Versuch, die Tangenten- 
konstruktion in der bisherigen Weise durchzuführen, von dem Punkte B in Abb. 4a aus keine 
Taneente an den aus (70) erfolgenden Kurvenzug mehr gefunden werden kann, die dem nach 
(71) berechneten Zuwachs an Temperaturgefälle entspricht, ohne daß der Scheitel der nach 
(72) errechneten Temperaturverteilung unter die Umwandlungstemperatur sinkt. In diesem 
Falle zeiet sich der Vorteil der neuen Methode gerenüber der alten am deutliehsten. Während 
die alte Methode den Durchgang des Scheitels dieser Kurve durch die Erstarrungstemperatur 
als Ende der Erstarrung annahm, geht aus Abb. 4b hervor, daß dies nur bei der Verwendung 
außerordentlich vieler Glieder annähernd berechtigt ist. Nach Eintritt des Haltepunktes 

als soleher soll in diesem Zusammenhang jedes Verweilen auf irgendeiner Umwandlungs- 
temperatur, also auch auf der Erstarrungstemperatur, bezeichnet werden ergibt die wirk 
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liche Temperaturverteilung den annähernd polygonalen Kurvenzug ABCD. Wenn das Stück BC 
im Verhältnis zur Gesamtausdebnung des Temperaturfeldes klein wird, so kann man eben nur 
dureh Anwendung einer sehr großen Anzahl von Gliedern eine entsprechende Anschmiegung 
dernach (72) berechneten Temperaturisochrone AEDan die wirkliche Temperaturverteilung ABCD 
erreichen. Da nach Eintritt des Haltepunktes ein Temperaturgefälle im flüssigen Teil des 
Blockes nieht mehr vorhanden ist, reduziert sich (66) auf 


04 er 
/ a 


"or he 

Als Kriterium für die riehtige Wahl von g tritt der Abschnitt GD ın Abb. 4b auf, den die 
Tangente CD auf einer in der Entfernung /L, von Ü gezeichneten Senkrechten macht. An die 
Stelle der zweiten Tangenten, die vorher dem Temperaturgefälle in der flüssigen Phase ent- 
sprach, ist jetzt die in Höhe der Erstarrungstemperatur liegende Horizontale BCG getreten. 

Nähert man sieh dem Bloekzentrum noch weiter, so zeigt sich bald wieder ein Wachsen 
der Erstarrungsgeschwindigkeit. Außerdem wird bei zylindrischen und kugelförmigen 
Temperaturfeldern ein gradliniger Verlauf der Temperaturisochronen unwahrscheinlich.‘ Er 
würde bedeuten, daß die abfließenden Wärmemengen proportional dem Radiusvektor r wachsen. 
Die Symmetrie verlangt aber, daß bei quellenfreien Temperaturfeldern im Zentrum solcher 
Körper das Temperaturgefälle 0 herrseht. Auch in der Umgebung des Zentrums ist dieses 
Temperaturgefälle noch nieht groß, da die abkühlenden Massen an dieser Stelle klein sind. 
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Tritt nun in diesem Gebiet eine Wärmequelle auf, so ist zu erwarten, daß die durch sie er- 
seueten Wärmemengen in der nächsten Umgebung des Zentrums einen Temperaturverlauf 
\\ervorrufen, der weitgehend der Gestalt stationärer Temperaturfelder ähnlich ist. 

Vernachlässigt man nun in der Umgebung des Zentrums «die aus der reinen Abkühlung 
ontstehenden, im. Verhältnis zur Erstarrungswärme kleinen Wärmemengen, so wird für den 
\ueenbliek die durch die Erstarrung in der nunmehr kleinen Entfernung r„ vom Zentrum 
reiwerdende Wärmemenge W mit Rücksicht auf die augenblickliche Erstarrungsgeschwindig- 
keit », eine zusätzliche Temperaturverteilung hervorrufen, die dem Ansatz 


Of 


or 


» 


W=vQ0-y2rraıy=2dnr Hammel. .:» .» 2. 5 5 
entspricht, wenn wir uns wieder auf zylindrische 'Temperaturfelder beschränken. Schon aus 
diesem Ansatz folgt, daß bei Wärmeableitungsverhältnissen, die den Abtransport endlicher 
Wärmemeneen aus dem Zentrum verursachen, dort die Erstarrungsgeschwindigkeit für vr, ı 1 0 
den Wert ® x erreichen muß. Gleichzeitig muß dann aber auch an dieser Stelle das 


Li 
Temperaturgefälle \ unendlich werden. Eine weitere Folgerung aus dieser Überlegung ıst, 
< ( Y' 


laß man zur Ermittlung des Endes der Erstarrung den letzten Schritt von der vorletzten 
Schalenbegerenzung r, nicht unmittelbar auf #„41=0 machen darf, da dann in (73) der 
unbestimmte Wert 0: auftritt, mit dem man bei der graphischen Auswertung nichts anfangen 
kınn. Besser ist es, den letzten Radiusvektor sehr klein zu wählen, etwa ru x 1 =0, 01 m, und 
so das Wachsen von Erstarrungsgeschwindigkeit und Temperaturgefälle ins Unendliche zu 
vermeiden. 


Der allgemeine Ansatz für stationäre zylindrische Temperaturfelder 


f: log a ee ee N a 
führt zu 
dt | En 3 ! er 
} 
dr r loer„.ı loe r (bb), 


Unter Benützung der Näherung (63) für das Fortschreiten der Erstarrungserenze ım Block- 
zentrum erhält man für r = ra. 1 


dr l ‘f ' 
" . , . ’ : ü : ee : i . ti). 
2 d =} "nH ı) 2 "u 4 | 
Dann wird aus (79) 
1a1Qy, r - 
nf, - log | ER E TE RR 5 DE 
As \Nn+1 


wenn man sich daran erinnert, daß in dem Augenblick, in dem die Erstarrungserenze den 
Punkt r = r,„.. ı erreicht hat, dort die Erstarrungs- bzw. Umwandlungstemperatur f, herrschen muß. 


Zur Durchführung der Berechnung wird man daher am besten den Schritt von r, naclı 
dem in unmittelbarer Nähe der Blockachse liegenden möglichst klein zu wählenden Halb- 
messer 7,1 in der Weise vornehmen, daß man dureh graphische Interpolation diejenige 
Krstarrungskonstante g in (63) bzw. (78) aufsucht, welehe zu eimer Berührung einer nach (7) 
berechneten Temperaturisochrone mit den aus der Reihenkurve 


i 7 1 Iınrn ' tn? —r? | ' 
I y“ .d af 1 my; « .y _ 
! WETOR! l ; H-D;,...+Di, | ve ds \r.J,(m;r)e 4 ( rie my ds Zur J(m;r) («Y)) 
—  \ Yo . ) 
! ] 7 


erfolgenden Temperaturverteilung führt. In (79) besteht der Unterschied gegen (72) lediglich 
darin, daß entsprechend (63) die Funktion F(£) zu 


F{&, l 1) zZ + Ay . . . . R r j 6 R . a a (SO) 
einzesetzt wurde. 


Ist man mit dem zu r„ ;ı führenden Schritt nahe genug an das Zentrum herangegangen, 
so erhält man den Zeitpunkt 2, für das Ende der Erstarrung ohne weiteres durch Extra- 
polation aus (S0) für r 0 zu 

Y - 
— LE 1. 3 2 ı 2 2 2 2 2 cs U 


7 7 man 
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mit dem passenden Wert für q. Dabei wird es sich stets nur noch um Veränderungen des 
Wertes 2, .ı handeln. die in der Größenordnung von Korrektionswerten liegen. Bezeichnet 
man mıun das letzte Integralglied in (79) mit D;,; ,, so erhält nun der Ausdruck (79) die Form 


N % 7 n+1 
u v a 2 as2 +1) „X s 
tz, r 1 2 > (fe 3 R: Di.) € Rn J, nt; 1y . . . . . . . . (S2). 
i | N | 


Die ursprünglichen Konstanten €; sind auf diese Weise selbst zu Funktionen der Zeit geworden. 
Wie Abb. 5a und 5b zeigen, die die Erstarrung eines Stahlrundblockes von 547 mm O9 in 
einer Graueußkokille von S20 mm © wiedergeben, läßt sich der Zusammenhang zwischen dem 
Fortschreiten der Erstarrungsgrenze und der Zeit am einfachsten graphisch darstellen. Es 

genügt daher, die nunmehr als Zeitfunk- 


- - GieBform 880 $- | a tionen auftretenden (Werte als Funktionen 
Mrratsrärcie ehr anntesnt CU . RN . 

y ih an Wana@starke sen) von 2 darzustellen und ihre Größe ebenfalls 
7 SSEEG -1e.1737 -| 


dureh Extrapolation von zu ,ı auf 2° 2, 
zu ermitteln. Zu diesem Zweck benutzt 
man aber besser das Produkt ((;+ 2 D;,) 
.e  mj?aszn, da vor allem die Werte höherer 
Ordnung exponentiell mit der Zeit wachsen 
und zum Schluß sehr steil verlaufen. Die 
Interpolation von Temperaturisochronen für 
Zwischenzeiten wird dureh eine solche 
Darstellung ebenfalls bedeutend erleichtert. 
Zur Bereehnung des weiteren Verlaufes der 
Temperaturverteilung nach beendeter Er- 
starrung kann man entweder von dem oben 
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erwähnten Produkt ausgehen und den Nullpunkt der Zeitreehnung auf die Endzeit der Erstarrung 
verlegen, oder, wenn man aus andern Gründen die Kontinuität der Zeitreehnune nicht 
unterbrechen will, aus dem graphiseh ermittelten Produkt den Endwert der einzelnen Konstanten- 
summen ermitteln und dann unter Einsatz der seit Berinn des Voreanees verstricehenen Zeit 
weiterreehnen, wobei sich dann selbstverständlich die Konstantensummen nicht mehr ändern. 

Inwieweit diese Näherung sieh der wirklichen Temperaturverteilung anschließt, kann 
nicht ohne weiteres angegeben werden. Ihrer Natur nach muß sie aber den wirklichen Ver- 
hältnissen unter allen Umständen näherkommen, als es die Konvergenz der entsprechenden 
Reihenentwieklunge mit einer mäßızeen Anzahl von Gliedern erlaubt. 


3. Das Problem des Wärmeübergangswiderstandes beim zweifach unendlich ausgedehnten 
Körper. Die bisher besprochenen Entwieklungen lassen sich jedoch wegen ihrer für kurze 
Zeiten nach Beginn des Ausgleichvorganges recht mäßigen Konvergenz nur für erößere Zeit- 
spannen nach dem Einsetzen der Temperaturbewegung verwenden. Bei den in Abb. S dar- 
gestellten Verhältnissen betrug diese Zeitspanne beispielsweise 0,5 h. Bereits bei 0,25 h hätte 
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lie Anzahl der Glieder auf mindestens 7 vermehrt werden müssen, was aber mit Rücksicht 
auf den Umfang der Tafeln für die Zylinderfunktionen zu der dureh die drei weiteren Glieder 
ın sieh sehon erforderlichen Mehrarbeit noch die Berechnungen dieser Funktionen selbst für 
sine eanze Reihe von Werten des Arguments über 15 hinaus erforderlich gemacht hätte. 
Aber gerade bei der Berücksichtigung des Spaltes sind bei gewissen Problemen die ersten 
\linuten nach Beginn von ausschlaggebender Bedeutung. Außerdem ist für die Berechnung 
selbst die Frage zu entscheiden, inwieweit man die Zeit vernachlässigen darf, die unter 
oeeebenen Umständen verstreicht, bis die Erstarrung der Randzone einsetzt. 

In sehr vielen Fällen werden sıch diese Fragen an Hand der Verhältnisse bei zweifach 
unendlich ausgedehnten Körpern klären lassen. Hierzu ist nur erforderlich, daß die vor- 
handenen Wandstärken ausreichen, um ein Vordringen der Temperaturbewegung bis zu ihrer 
Beerenzune innerhalb der fraglichen Zeit zu verhindern Außerdem darf die Krümmung der 
Berührungsfläche im Verhältnis zur Dieke der an der Temperaturbewegung beteiligten Schalen 
nieht wesentlich ins Gewicht fallen. Die Untersuchung der entsprechenden Fehlergrenzen 
würde den Rahmen dieser Arbeit übersteigen. 

Nimmt man jedoch an, daß die soeben gemachten Vorbehalte eine Behandlung des 
Problems an Hand der Verhältnisse beim zweifach unendlich ausgedehnten Körper mit 
ebener Berührungsfläche zulassen, so kommt man zu denselben grundlegenden Annahmen. 
wie sie beim Eingangsproblem dieser Arbeit (S. 203) umrissen wurden. Nur Punkt I b) muß 
dahin geändert werden, daß an der Berührungsstelle ein Wärmeübereaneswiderstand auf- 
tritt, der einen Temperatursprung verursacht. Die durch die Flächeneinheit der Berührungs- 
Näche hindurchfließenden Wärmemengen sollen wieder proportional dem auftretenden 
Temperatursprung sein (S. a. G41.(29)). Der Ursprung des Koordinatensystems liegt wieder in 
der Berührungsebene. Dann eilt analog (30) für die Verhältnisse bei «=0, wenn U die 
Temperaturfunktion für das flüssige Metall und V diejenige für die kalte Gießform syn 
holisiert, die Randbedingung 


OU oV 
gr Aw’ (I u; ° 


Klx 1()) VAR ()) 


Diese führt bei Verwendung des Fehlerintegrals zu dem allgemeinen Ansatz’) 








I N - alal, MH ehstasr thx || (| s h,] ayr)|\ 
| >yayr | >yası | 
| (S4). 
i ; X | “ \ 
V=K+BIG eh are | HFhuYanı)! 
loan) | ya. eVewr)|) 
Kür #0 erhält man 
Ux 0) N E= A . ehs?&s T 1 (1 (hi, ] (,T | 
Ve = K+B-ehwrawt|1 — G(h.yYaut)] 
\/ R 
“ ( n N y a7 
Äg* 3 iA: h,etsfest 4 Gh, ya, r) (99). 
(A x ) 
ol R | 
Aw’ / B-h,.- ehw?awr | (ı \h,. | tur 
ÜA(x 0) 
Durch die Festsetzung 
Re 7 FE u RE EEE TE ri Tb); 


in der h, bzw. h,. die Eigenwerte des Problems darstellen, erhält die Exponentialfunktion 
und das Fehlerintegral in sämtlichen vier Gl. (85) den gleichen Wert. Zur Befriedigung der 
Anfangsbedingungen hat man 


rd: = >UOl U. Ge ee N, 


0 
en AR NK+b > BE Se a - ; © 


25) Ableitunes.Frank und M ises: Differential- und Integralgleiehungen der Mechanik und Physik. Braunschweig, 
'r. Vieweg und Sohn (1927), Bd. Il, S. 235 If. 
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und aus (53) wird das Gleiehungspaar: 
),, Ah, Be ea a erh 
1, Ah,=k.(A a a 
Dureh die fünf Gl. (S6) bis (90) sind die fünf zu bestimmenden Konstanten eindeutie be- 
stimmt. Es erfolet ganz ähnlich wie beı (15) bis (17) 


7 K h, I—K Dan 1 h. 
i B TE RT ee en b.+b,. 
l / l / Em 
1 )\ v u 
h. al h., 1. 1 = 





Durch Einsetzen dieser Werte in (S4) erhält man die gesuchten Ausdrücke. Sie erlauben bei 
zegebenem A mit verhältnismäßig wenig Rechenarbeit den Zeitpunkt festzustellen, zu welchem 
nach Beginn des Temperaturausgleiches an der Spaltstelle (#=0) die Erstarrungstemperatur f, 
erreicht wird. Zu diesem Zweck braucht man bloß die erste Gleichung des Systems (55) 
für den Wert Ux—n =t,. graphisch nach 7 
aufzulösen. Praktisch wiıchtie wird diese 
Rechnung. wenn die Gießform mit einem An- 
strich versehen wurde, der ein Hintanhalten 
der Erstarrung für die Zeit des Gießens selbst 
bezweckt, um eine saubere blasenfreie Ober- 
läche des Gusses zu erhalten °*). 

Für den Wert h bzw. k =» gehen die 
Ansätze 84 von selbst ın die Formeln (15) 
bıs (17) über. Der Wert von X, der für 
© die Berührungstemperatur bedeutet, 
wird für endliche Werte von % zu jener 
Temperatur, der sich die Spalttemperaturen 
im Laufe der Zeit asymptotisch nähern, so- 
lange man die Annahme der unendlichen Aus- 

AZ dehnung beiderseits des Spaltes aufrecht- 
Aolgr©otem dl KL erhalten kann. 

Für die Wärmeüberzangsverhältnisse im 
Spalt zwischen gegossenen Blöcken und den 
Wandungen der Gießformen kommen als aus- 
schlaggebende Faktoren die Strahlungswärme, 
die Wärmeleitfähigkeit der den Spalt aus- 
füllenden Gase und fallweise die durch die 
Bewerunge «dieser Gase hervorgerufene Kon- 
vektion in Betracht. Für die Konvektion 
fehlen uns sämtliche Anhaltspunkte, doch 


’ r oO) | 
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kann sie bei einigermaßen dieht auf der Unter- 

lage stehenden Kokillen mit Rücksicht auf 

ee 1, dd Do Ah oh 5 08200 die Bewegungswiderstände nicht sehr groß 
WRnD Be af vi Fey BR sein. Bei unten geschlossenen Kokillen dürfte 
v7 Mi 2 MG DON DL RE a, Tem Im: EN, RN BOOK DER sie überhaupt in Fortfall kommen. Die Wärme- 

= ERBE | leitfähigkeit der Gase ist durch eine ganze 
| | 1 Reihe von Messungen auch im Gebiet der 

höheren Temperaturen zum mindesten der 

0 300 000 TC 7300 Größenordnung nach bekannt. Mit Rücksicht 
on ao auf die Unsicherheiten bei der Behandlung 


BB, N, der Wärmeleitfähigkeit von Gemischen genügt 
es aber hier für die Gase: Luft, Stickstoff, Sauerstoff, Kohlenoxyd, Kohlensäure und Wasser- 
dampf die gemeinsame Näherungsformel 


Asa =005 + 055 -10*  ikaal- m’ Grad’ h? . „9 vn. 0 


zu benutzen, deren Abweichung von einer ganzen Reihe gemessener Werte aus Abb. 6 her 
vorgeht. Für Wasserstoff würde etwa der 7fache Wert in Frage kommen. # ist in diesem 
Fall ın °C einzusetzen. 


26) Weitere Ausführungen in dieser Riehtung vom praktischen Standpunkt aus s. Die reehnerische Behandlung 
der Abkuhlungs- und Erstarrungsvorgänge bei flüssigem Metall. 11. Teil Areh. Eisenhüttenw. 5. (1030/31). S. 177/91. 
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Für die Berücksiehtigung der Strahlung kann das Strahlungsgesetz ebenfalls etwas ver- 
infacht werden. Setzt man nämlich für den Temperatursprung die mittlere Temperatur 
T,+T, . #2, > 
r_ » ein und bezeichnet man mit A = den halben Betrag des Temperatur- 


prunges selbst, so erzibt sich mit der Strahlungskonstanten ©, die für Eisen mit etwa 4,76 
ineesetzt werden kann für andere Metalle sind selbstverständlich die entsprechenden 
Werte zu nehmen —, unter Einsatz absoluter Temperaturen 


Ostrahtung = 4,76 : 100°: (T’— 7) = 4,76 - 100 (Tu + A — (Tr — A)" | 


>38: TA (Ta? + 49) 10038 7, All + nz): 100% 


” ra 


‚ 


[? B ....(B). 


Wird I im Verhältnis zur Mitteltemperatur klein, so kann man ohne allzu großen Fehler sein 
Oimdrat in der Klammer von (95) vernachlässigen. Die Größe des dadurch verursachten 
"ehlers beträgt 100-[, ", der übertragenen Wärmemenge. Unter Berücksichtigung, daß 
m 

diese zu Ostrahlung” = k» 2.1 gesetzt werden kann, ergibt sich für den Anteil der Strahlung an 

ler Wärmeübertragungeszahl 
ol 
hstrahlung 0,19- | (h). 

I 


Bei der Berücksichtigung der Wärmeleitung durch die Gase spielt die räumliche Ausdehnung 


. . . » . ”. 4 
des Spaltes s eine ziemlich große Rolle, da die entsprechende Wärmemenge QLeitung z (£, — £,) 
ist. Dementsprechend reduziert sich der Anteil der Wärmeübertragungszahl durch Leitung 
auf ALeitung . Daraus folet unter Vernachlässigeune der Konvektion für die Wärmeüber- 
N 
tragungszahl im Spalt: 
17.7 | ! 
| m - | ..u m a” 
k ks Ps hı r T y eituno 0.19 [0.015 I. . . . . . (>), 
trahlung kı. itung 100) F | 100 


worin für 7,, die mittlere absolute Temperatur, für #,, die mittlere Temperatur in °C eıin- 
zusetzen Ist. 


Für die Bereehnungen kann in erster Annäherung als mittlere Spalttemperatur diejenige 
Temperatur eingesetzt werden, die sich bei vollkommener Berührung an der Berührungsfläche 
ergeben würde. Die einzusetzende Spaltstärke muß den Verhältnissen entsprechend eewählt 
werden. Stark sehrumpfende Metalle und große Blockdimensionen werden größere Spalt- 
werte ergeben, als kleine Blöcke bei schwach schrumpfenden Metallen. Bei dem ın Abb. 5a 
und b dargestellten Temperaturfeld eines Stahl-Rundblockes in gußeiserner Kokille wurde 
eine mittlere Spaltstärke von 2 mm und eine mittlere Spalttemperatur von etwa S00° zu- 
runde gelegt, so daß sieh eine Wärmeübergangszahl von k 260 keal 7! m”? Grad" nach 


1 (rad, 


"ormel (95) errechnete. (Messungen schwanken zwischen 300. und 500 keal AT’ m 
sınd aber wahrscheinlich etwas hoch.) 


Zusammenfassung. Damit sind die Grundlagen für die rechnerische Verfolgung einer 
zroßen Anzahl praktisch vorkommender Fälle beim Vergießen von Metallen gegeben. Für 
(las Verhalten in Gießpfannen dürfte im allgemeinen mit den Formeln für den erstarrungs- 
(reien Fall auszukommen sein, während die Erstarrung der Blöcke in Kokillen nunmehr dureh 
(lie Berücksichtigung des Spaltes und der Verschiedenheit des Metalls von der Gießform in 
einer den praktischen Verhältnissen weitgehend Rechnung tragenden Weise durchgerechnet 
werden kann. Die mathematische Behandlung der Probleme maz noch weitzehender Verein- 
(chung oder Erweiterung fähig sein. Die vorliegende Form diente lediglich zur Klärung 
sewisser Fragen des praktischen Stahlwerkbetriebes, in dem der Verfasser tätig ist. Der Zweck 
ter Arbeit ist vollständige erfüllt, wenn sie dazu führt, daß fachkundige Mathematiker die 
angeschnittenen Fragen weiterverfolgen, um vor allem auch der Metallographie Handhaben 
zu bieten, die es gestatten, zahlenmäßiz Licht in eine ganze Reihe von Vorgängen zu bringen, 
u deren Erklärung man heute noch auf den Weg der reinen Erwägung angewiesen ist. 
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Zur Frage der Abrundung und Zuschärfung umströmter Kanten. 
Von Fritz Weinig in Berlin. 
\us dem Institut für technische Strömungsforschung, Technische Hochschule Berlin.) 


I. Die Eigenschaften des einfachen Quellkörpers. Als Beispiel für die Abrundung der 
Vorderkante eines umströmten Körpers bringen wohl alle Lehrbücher und viele Abhandlungen 
der modernen Strömungslehre eine Form, welche durch Überlagerung einer homogenen Parallel- 


strömung und einer Quelle entstanden gedacht werden kann. Diese Form es soll sich hier um 
das ebene Problem handeln ist zwar einfach zu konstruieren. Doch hat sie praktisch nur 


diesen Vorteil, höchstens noch den didaktischen. dem Verständnis von Strömungsvorgängen 
besonders leicht zugänglich zu sein. Ihrer Verwendung in der Technik stehen verschiedene 
Mängel im Wege. Bis ins Unendliehe ıst nämlich die Begrenzung nicht genau parallel, so 
daß sie sich nur schwer verwirklichen ließe. Weiter bedingt diese (uellkörperform einen 
immerhin erhebliehen Unterdruck. Ihre Verwendung als Form für eine Abftlußkante ist gänz- 
lieh undenkbar, da dann noch ein weiterer Mangel hinzukommt. Dann ist nämlich die nötige 
Verzörerung auf die kurze Strecke zwischen der Stelle der Höchstzeschwindiekeit und dem 
Zusammenflußpunkt verteilt, was in der wirklichen Strömung erhebliche Wirbelverluste bedingt. 


Ich will deshalb im folgenden einige Wege zeigen, wie durch andere Formgebung diese 
Mänzel behoben werden können, ohne daß deswegen diese Formen eine umständliche Be- 
rechnung verlangten. Sie sind nämlich nieht viel schwieriger zu konstruieren als der Quell- 
körper. Dennoeh will ich zuerst die wesentliehsten Eigenschaften des einfachen Quellkörpers 
darlegen, weil hierdurch das Verständnis der späteren Ausführungen wesentlich gefördert wird. 


Um «diesen Quellkörper zu erzeugen, haben wir eine Parallelströmung und eine Quelle 
zu überlagern. Die aus beiden Strömungsanteilen herrührenden Flüssiekeitsmengen mischen 
sich dabei nicht. Die Trennfläche dieser Anteile ist der gesuchte Halbkörper; wir können 
ja jede aus den Stromlinien gebildete Fläche in einer idealen Flüssigkeit durch eine feste 
Körperfläche ersetzt denken. 


Die Parallelströmung erfolge in der Richtung der negativen X-Achse und habe die 
Geschwindigkeit u Il. Das komplexe Potential dieser Strömung ıIst dann 


n | } 1) = » | ' 
/ı FG, riy, “ E r?Y. 


Die (Quelle liege in e=0, 40) und habe die Ergiebigkeit «—=27. Ihre Strömung wird 
dann wiederregeben dureh 
yo,-+iy, nz =—Inr —iv. 
Hierbei ist 
4 


r=ycd+y, vV=aretig na 


Die Überlagerung dieser beiden Strömuneen ereibt 
.tr%:=7=ro+ivy=2—In3. 
Die Zerlegung in Real- und Imaginärteil liefert das Potential y und die Stromfunktion 
o=x—Inr, v=y—d, 
oder unter Verwendung von Polarkoordinaten 
=rCos u) In». y' r sin ı) J. 


Die Geschwindiekeit in dieser Strömune findet man aus 


dy | 
d: 


Die Zerlegung ın Real- und Imaginärteil ergibt die Geschwindigkeitskomponenten 


Th u In 2 3 


Somit ıst 
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an dy a Dia, . i 

\us der Form von m F ersieht man, daß auch w eine analvtische Funktion ist. Die 
dz . 


Linien # = const, » = const haben bei dem einfachen Quellkörper die gleichen Eigenschaften 
wie Potential- und Stromlinien einer Doppelquelle (Abb. 1). 


Den Absolutwert der Geschwindigkeit findet man aus 


R zn | 2cosd 

v”’=W"+V”’= + 

r r 

Die Stromlinie, welche die aus der Parallelströmung herrührende Menge von der aus der 
(Juelle herrührenden trennt, ist der Halbkörper, der als Beispiel für die Abrundung einer 
Kintrittskante dient. Hijerfür ist 


y V=r-sın d ). 


Statt ihn graphisch durch Überlagerung der Strömungsbilder der Parallelströmung und der 
()uelle zu konstruieren, wäre er also auch direkt zu finden aus 
ı) 
sın W° 


Auf der Kontur des (Quellkörpers ıst (Abb. 3) 


k | sın ) cos U) | sın? sin? 9 
wi(k) | J 33 I r 
Somit ist 
n sın? U) >sın d cos ı 
w’(k) = —— 1. 
ı)" ı) 


Das Maximum der Geschwindiekeit findet man aus 


dw” 


{ 
dk & 


Diese Gleichung ist nur dureh Probieren zu lösen. Man findet 


% Du | 
n max °“ 1,259 


U, bei a» 117°. 


) 
Der Verzweigungspunkt der Strömung liegt ın 
ı) 


) 0 r — 
0 " sınd, 


Kin gewisses Interesse verdient auch der Krümmungsradius o der Kontur in diesem Punkt. 
is ist 


0 Y 93 rr" 
Wir setzen 
) | sın ı) " Ds 
(‘ = Ries, (U L, 
sind fi’ le u ie 5 Be 
som 
’ y ) | () } ' | ” lı ai ( ) 0 
r J y Pe... 2 BAR 
’ AUESETeTE FR 31 "#5 EI 
; prä A AI HN. m. 2 4-3, im f” (9) 
j 2 | pin ie er ( + . ., | - ei ! .) 
rw Fi) MIT ee 3! 2! > 2) 
92V . Mi 2 ! h | 
"ür a wird somit lim »’ 0: Im r + ., und wir erhalten 
+) 
3 
O, > Yo» 


Der Quellkörper besitzt im x eine Asymptote. Für r>x wird rsnd  yoz-r 
Die Breite des Quellkörpers im ist also 2a r,. Für anderes «, und « wird allgemein 
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ls waren vorhin die Linien gleicher Geschwindigkeitskomponenten « und ® abgeleitet 

worden. Diese waren die geleiehen harmonischen Kreisbüschel wie die Potential- und Strom- 

linien einer Doppelquelle. Interessanter sind die Linien konstanten Druckes bzw. gleicher 
d; iR 


Geschwindigkeit. Es ist nicht nur r ‚w eine analytische Funktion, wenn y eine solche 
2. 


7 


ist. sondern auch 


! dy Ä 
ar N Ww. 


Die Zerlegung dieses Ausdruckes ın Real- und Imaginärteil liefert 
Iın- w=1In|w|-+i(n —»). 


Hierbei ist »® der Absolutwert der Geschwindiekeit, » der Winkel, den diese mit der 
Achse einschließt. Isotachen (| = eonst) und Isoklinen (v — const) einer Strömung haben also 
ebenfalls die gleichen Eigenschaften wie Potential- und Stromlinien. Für den (Quellkörper 
finden wır 





dy | 2 | er 
TE a In— w=In(—1)—Inz. 
dz 2 2 
Isotachen und Isoklinen sind somit gegeben durch das Bild der Strömung einer Quelle in 
0 und emer Senke ın z=-+1 von der Ergiebigkeit «= 27. Die Isoklinen sind die 
Kreisschar dureh die Punkte 2=0 und z -1, die Isotachen sind die dazu orthogonalen 
kreise (Abb. 2). 
N N 
S/2 
n = & v 
SCH Gr 
u 8 Yu, . 77 EN 
r SL 
bh; 1, \bh. >. 


Auf der Geraden «= , ist überall die 


eleiche absolute Geschwindiekeit wie Im x. 


Davor (.r | ist überall kleinere Geschwin- 


-) 


diekeit, also Überdruck vorhanden, dahinter 
E 4 überall größere Geschwindigkeit und 
somit Unterdruck. 

Man kann auch den Ort der Geschwindig- 
keitsminima und der Geschwindiekeitsmaxima. 
die ım Verlauf der einzelnen Stromlinien auf- 

]® treten, ermitteln. Hierbei kann man eine ganz 

Si: ähnliche Methode benutzen, wie sie zur Er- 
9; reichung der Isotachen und Isoklinen verwandt 
— —— N wurde, doch führt das hier zu weit. Diese 
linien beerenzen dann die Gebiete der Ver- 

Abb. 3. zörerung und der Beschleunigung der Strömung 







































































3 


and 13, Heft 3 u ® ; R i BR a ; Pi 
Juni 1933 Weinie,.Zur Frage der Abrundunge und Zuschärfune umströmter Kanten 297 








Hiermit sind die hauptsächlichsten Eigenschaften des Quellkörpers und der Strömung 
m ihn dargelegt. Uber die unsymmetrische Anströmung soll am Schlusse noch einiges 
‚esaet werden. 


u EE 


2. Die Methoden zur Ermittlung und Untersuchung von Abrundungen und Zuschärfungen 
im allgemeinen. Austrittskanten werden im allgemeinen zugeschärft. In vielen Fällen ge- 
‘chieht das auch mit Eintrittskanten. Deshalb ıst man genötigt, auch für ihre Strömunes- 
‚.reehnung Methoden zu entwickeln. 

Bisher suchte man dies meist durch punktweise oder stetige Belegung der Mittellinie 
Iurch Quellen und unter Umständen Senken zu erreichen nach einer von Rankine') einge- 
ührten und insbesondere von Taylor’), Föttinger’) und Pötter?') weiter ausgebildeten 
\lethode. Hierdurch fand man dann zu gegebenen Belegungen Formen, unter denen man 
ann je nach ihrer Eignung die zweekmäßigste aussuchen konnte. 

Methoden, zu gegebenen Zuschärfungen die entsprechenden Belegungen zu finden, 
vırrden erst in den letzten Jahren, insbesondere auch von mir selbst entwiekelt, und zwar 
‚uf der Grundlage der graphischen Lösung der dabei auftretenden linearen Integralgleichungen 
|, Art. Zu diesen Methoden kamen aber auch die Oberflächenbelegungen, die auf Integral- 
sleiehungen II. Art führten, deren Lösung im Prinzip die gleiche war?). 

An die Entwieklung solcher Methoden schloß sich nun in neuester Zeit die Lösung 
der Aufgabe, zweckmäßige Formen zwangläufig nach physikalischen Gesichtspunkten zu 
konstruieren. Ich entwickelte hierzu zunächst eine Hodographenmethode®). Auch diese führte 
auf Integralgleichungen Il. Art, zu deren Lösung jedoch schon vorher brauchbare Wege 
refunden waren. 

Aussichtsreicher als diese Methode scheint jedoch eine auf den Eigenschaften des 
Isoklinen-Isotachenfeldes aufbauende zu sein. Tatsächlich wurden mit ihr sehon sehr schöne 
und über das vorliegende Thema weit hinausgehende Erfolge erzielt, insbesondere, da bei 
ihrer Verwendung bei der Aufgabe, zu einer vorgegebenen Gesehwindigkeitsverteilung auf 
der Oberfläche den entsprechenden Körper zu finden, keine Integralgleichungen auftreten. 

Umgekehrt wurde von ihr ausgehend sogar wieder eine Methode entwickelt gezebene 
Formen zu untersuchen, und zwar dureh direkte Bestimmung der Geschwindiekeitsverteilung 
auf den gegebenen Konturen ohne Umweg über @Quellbelerungen. Hierbei war der Erfolg 
hinsichtlich des Zeitaufwandes und der erreichten Genauiekeit sehr befriedieend. 

Mit der Methode der Belegungen will ich mich hier nieht beschäftigen. Diese sind in 
anderen Arbeiten schon weitgehend dargelegt. Ich will hier die Isotachen-Isoklinen-Methode 
benutzen. 

Für ihre Anwendung ist die konforme Abbildung der gesuchten Strömung auf eine 
bekannte unerläßlich. Bei der Strömung um Halbkörper kommen hierfür im wesentlichen 
[oleende Abbildungen in Betracht: 


I. Abbildung des gesuchten Halbkörpers auf eine Halbgerade. 

2. Abbildung des gesuchten Halbkörpers auf einen einfachen Quellkörper. 

3. Abbildung des gesuchten Halbkörpers in seinem vordersten Teil auf einen Kreis 
und die Fortsetzung auf die Verlängerung der Achse hinter dem Kreis. 


Die erstere dieser Abbildungen ist zweckmäßig zu verwenden: Zur Entwiekung von 
Ilalbkörpern, die einen längs der zunächst unbekannten Kontur vorgeschriebenen Geschwindig- 
keitsverlauf haben, oder zur Nachreehnung der Geschwindigkeitsverteilung um vorgegebene 
konturen, aber nur dann, wenn diese Formen Asymptoten haben. Ich will auf diese Ab- 
billungsmöglichkeit im folgenden zunächst nicht weiter eingehen, da bei Durchführung 
(dieser Aufgaben Linienintegrale auszuwerten wären, deren Darstellung hier zu weit führen 
würde. Erst zum Schluß, bei der Untersuchung unsymmetrischer Anströmung, will ich diese 
Abbildung benutzen. 


'!, Rankine: On Plane Waterlines, Phil. Trans. 1863 u. 1871 und Proe. Roy Soe., Vol. 13; Elementary Demon 
trations of prineipels relating to Stream Lines, Eng. 16. 10. 1868; On the mathematical Theory of Stream Lines, Phil 
"ans. 1871: vgl. auch Anm. 3. 
°, Taylor: On ship shaped Forms, Nav. arch. 1894. Vgl. auch Anm. >. 


>») Föttinger: Über Maschinen zur Integration von Wirbel- und Quellfunktionen (Vektorintegratoren). Proe. 


Int. Coner. Appl. Meech., Delft 1924, vgl. auch Anm. 1. Die Entwieklung der Vektorintegratoren. Z.f.t. Ph. 1028, 
Heft 1. Fortschritte der Strömungslehre im Maschinenbau und Schiffbau, Jahrb. d. S.B. T. G. 1924. 


', Pötter: Über den Einfluß der Ausbildung des Kopfes von Schaufelprofilen bei Kreiselrädern auf die Kavitaton, 
,.f. a. M. on. M. 1929, S. Ss ff., und Wasserkraft 1929, S. 93 fl. 
5) Weinig: Über schnell konvergierende graphische Lösungen von Strömungsproblemen, Z. f. t. Ph. 1928, Heft 1. 
‘%, Weinig: Über Widerstands- und Tragflügelprofile mit vorgesehriebener Gesehwindigkeitsverteilung an der 
‚berfläche, Z. f. a. M. u. M. 1929, Heft 6. Widerstands- und Tragflächenprofile mit strömungsteehniseh günstiger Druck 
'rteilung an der Oberfläche, Zeitschr. f. teehn. Physik 1930, Heft 12: Der Hodograph der Gitterströmung als Weg zur 
urmittlung günstiger Turbinen- und Propellerprofile. Vortr. a. d. 3. int. Kongr. f. Mechanik, Stockholm 1930. 
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3. Entwicklung einer Zuschärfung aus dem einfachen Quellkörper. Die Abbildung auf 
den (uellkörper ıst ım allgemeinen nicht zweckmäßig. Dennoch gibt es eine hübsche 
Anwendung. Man kann nämlich hierdurch zum (@Quellkörper analoge bekommen, die wie 
er Asvimptoten besitzen, aber vorne zugeschärft sind. Ihre Darstellung sei deshalb hier 
beschrieben. 


Die Strömungsebene des einfachen Quellkörpers sei z=F-+in; die Strömung somit 
x | 
v=»x—Inx; dy een IN ar PN Te ME 
* x 
Das Bild des Isotachen-Isoklinenfeldes der ın der z-Ebene gesuchten Strömung in der z-Ebene 
sei gereben dureh 
) 
x | 
In - (2) In | ee ee ee a dr 
r 
Kine verhältnismäßig einfache Verallgemeinerung ließe sich erhalten, wenn man 
l ı) 


|. 


setzen würde. Hier wird jedoch nur der Fall a0 behandelt. Hierbei soll $ der Kanten- 
winkel des gesuchten Halbkörpers in der z-Ebene sein. (Der Kantenwinkel des gegebenen 
Quellkörpers ıst 7.) 


HK 
In - 8(z) In | 
P4 dA 


: dy 
Aus (2) 
dz 
[olet nun 
kg 
IE. LER I ar 
[Ih 
Aus (1) (2) (3) muß sich nun prinzipiell, dureh Elimination von # und ww, z(z7) bzw. z(z) 
finden lassen. Die Zerlegung in Real- und Imaginärteil liefert dann die Potential- und 
Stromlinien, insbesondere für y =0 die gesuchte Zuschärfung. Leider gelingt die explizite 


Durchführung nieht. Man muß deshalb die Aufgabe graphisch lösen, was, soweit es sich um 
die Bestimmung der Zuschärfung und der Geschwindiekeitsverteilung auf ihr handelt, sehr 
einfach ıst. Als Beispiel sei Ö z durchgeführt. 

Über der Länge & als Abszisse sei für den gegebenen (Juellkörper das Potential y, der 
logarıthmus der Geschwindigkeit In se, und der arcus des Neigungswinkels », aufgetragen. 
Änderung des Maßstabes ergibt 


/ 


) B) 
In m In, und v rg; 
„T 1 


d. h. Real- und Imaginärteil von 


| ) 


x 
In- w=In| =, 
H 


wobei man zweckmäßig auf g als unabhängige Variable übergeht. 
ls war alleemein 
\ dy 
Ih 


"ür die Körperoberfläche findet man durch Zerlegung in Real- und Imaginärteil 





ns | \ ZB d I» „ 4 \ Th d Y 
ne u 
Ks ıst nämlich 
do dis) do. 
N‘ COS Y s11r, 
Os dx d „ 


woraus dann diese Integrale für .« und folgen. 








rew., 
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auf 
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so ausgebildet, daß die Höchstgesechwindigekeit der Strömung erst weit nach dem Übergang 
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sınr cos v ’ a . 
Nun wird sınv (y), cosr(y), win), -- ıy), ”- (y) ım Abhängiekeit von 9 auf- 


setraren. Durch Integration findet man dann 








' 1} 
kun y / 2 

ig) ( p, 

en / 

h , 
Far v 

iq) ( 4. 

y\9 ar. / 

Iliermit ist aber die gesuchte Zuschär- 





(une y() und die Gesehwindigkeitsver- " EEE 
teilune auf ihr sehon zefunden (Abb. 4). 








Die maximale Geschwindigkeit ist 


f . - 
lie te Wurzel aus der maximalen Ge- Abb. 4. 
IT 


. .. ® * ® ".. “T P) 
schwindigkeit am Quellkörper, die = 1,26 ıst, also für RA B. »#, ,. 1.06. 


4. Ermittlung von endlich langen Abrundungen. Die dritte Abbildungsmöglichkeit des 
oesuchten Halbkörpers, nämlich die auf einen Kreis und dessen Zusammenflußlinie kommt 
hauptsächlich für die wichtigste Art der Abrundungen und Zuschärfungen in Betracht, wo 
lie Fortsetzung der Zuschärfune bzw. Abrundung in Parallelen besteht. Die Abrundung bzw. 
/usechärfung wird auf den Kreis und die parallele Fortsetzung auf die Zusammenflußhnie der 
Kreisumströmunge abgebildet. 

Um es nochmals kurz anzudeuten. Die Methode der Ermittlunz der gesuchten Kontur 
in der z-Ebene besteht darin, daß wir uns diese Kontur in eine neue, von der die Strömung 
bekannt ist, in der z-Ebene gelegene abgebildet denken. Bei dieser Abbildung wird auch 
las Isotachen-Isoklinenfeld in der z-Ebene in die #-KEbene abgebildet. Dieses Bild des Iso- 
tachen-Isoklinenfeldes in der z-Ebene ist dort natürlich nieht mehr Isotachen-Isoklinenfeld 
der Bildströmung, da jetzt hierfür die Randbedingungen geändert erscheinen. Die Eigen- 
schaft Iln 3e)==0 bleibt jedoch erhalten. Wir geben uns nun dureh irgendwelche Vor- 
schriften das Bild des Isotachen-Isoklinenfeldes der gesuchten Kontur in der Bildebene 2 und 
bestimmen daraus die gesuchte Kontur, indem wır die eingeführten Parameter 2 und In w 
wieder eliminieren. 

Die Zusammenflußlinie hinter dem Kreis und selbstverständlich auch die Verzweigzungs- 
stromlinie vor dem Kreis müssen mit Isoklinenlinien der Abbildung des Isotachen-Isoklinen- 
eldes des gesuchten Halbkörpers in die Kreisebene zusammenfallen. Das Bild des Isotachen- 
Isoklinenfeldes muß sich also dureh die Strömung aus symmetrisch zum Kreisdurechmesser E 4 
liegenden Quellen oder aus ebenso liegenden entgegengesetzt drehenden Wirbeln darstellen 
lassen. Diese Quellen bzw. Wirbel dürfen aber nur im Innern des Kreises oder höchstens 
auf der Kreisberandung liegen und können natürlich punktförmig, linienförmig oder flächen- 
haft verteilt sein. 

Da ım & die Richtung und Geschwindiekeit eindeutig ist, nämlich er = u,., r=0, so 
muß die Gesamtergiebigkeit der Quellen Null sein. Die Gesamtzirkulation der Wirbel ist es 
schon aus Symmetriegründen. 

Außerhalb des Kreises ist also die Ersatzströmung regulär. Die Höchstwerte des Poten- 
tıals In m müssen also (vom Kreisinnern abgesehen) auf dem Kreise selbst liegen. denn die 
Iixtremalwerte eines Potentials innerhalb eines Regularitätsgebietes können nur auf dessen 
ande lieren. 

Ist auf dem gesuchten Halbkörper zunächst Beschleunigung der Geschwindigkeit vor- 
handen bis zu einem Höchstwerte und von dort ab Verzörerung, so kann dieser Höchstwert 
In we nur auf dem Bildkreis, also spätestens im Zusammenflußpunkt ‚1 liegen. Dieser Zu- 
sammenflußpunkt ist aber das Bild des Überganges der Zuschärfung bzw. Abrundung in die 
zeraden parallelen Fortsetzungen. Die Stelle der Höchstgeschwindigekeit auf einem eine 
parallele Fortsetzung besitzenden Halbkörper muß also im Bereich der Zuschärfung bzw. Ab- 
"undung liegen und kann höchstens bis in die Übereangesstelle in den Parallelteil rücken. 
Bei Umkehrung der Strömung, wenn man es also mit der Zuschärfung einer Austrittskante 
zu tun hat, kann dieser Umstand von größter Wichtigkeit sein. Wird nämlich die Zuschärfung 
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aus dem Parallelteil eintritt, und die Strömung erst von dort ab die notwendige Verzögerung 
erhält, so ist bei einer vorgeschriebenen Länge der Zuschärfung dieser Teil zwischen Über- 
vanz aus dem Parallelen und der Stelle der Höchstgeschwindiekeit ungenutzt und dafür 
danach eine um so heftigere Verzögerung, die je heftiger, desto schädlicher ist, zu erwarten. 
Man muß also danach trachten, die Zuschärfung in ihrer ganzen Länge zur Verzögerung der 
Strömungsgeschwindigkeit heranzuziehen. | 

Der Bildkreis der Zuschärfung habe den Radius r=1. Das Extremum für In |w| er- 
halten wir z. B. ohne weiteres im verlangten Punkte A, dem Bildpunkt des Überganges der 
/uschärfune bzw. Abrundung in den Parallelteil, wenn wir zur Erzeugung des Isoklinenbildes 
nur Quellen benützen und diese nur auf der Achse selbst anbringen. Außerhalb dieser (Quellen 
muß die Achse Stromlinie sein, im Isotachen-Isoklinenfeld also eine Isokline bedeuten. Die 
Potentiallinien dieses Quellenfeldes, die für uns Isotachen bedeuten, verlaufen senkrecht zu 
(den Stromlinien, müssen die Achse also senkrecht schneiden, somit den Bildkreis in A be- 


rühren. In 4 liegt also tatsächlieh eın Extremum für 'w|. Die einfachste Belegung wäre 
eine Senke im Verzweigungspunkte E und eine ebenso große Quelle im Punkte (a, o) 
( 1<a<-+1]) von der Ergiebierkeit 2%. Wobei wieder $ den Kantenwinkel bedeute. Hier- 


bei wird, wie man leicht einsieht, das Extremum von |w'! ın A zum Maximum. Wieder sei 
die Bildebene mit 2 bezeichnet. Die Strömung um den Bildkreis (r=1) ist mit u, | 
bekanntlich 


| 
=a+,, 
| (2 I)\(c< +1) 
als / | ;idz 2 —— dz 
8) (ty | a] 
Für den Bildkreis selbst eılt 
“#(k)=cosa+tisina=ei*,Inx(k)=ia, x(k)=y(k)=el" +e-i"—=2cosa. 


Das Bild des Isotachen-Isoklinenfeldes des gesuchten Halbkörpers, der in der z-Ebene gelegen 
| 


sei, in der Bildkreisebene x soll nach vorigem durch eine Senke in z=-+1 und eine Quelle 
in x —+ca von der Ergiebigkeit u—=20% gegeben sein, somit der Gleichung 


| \ 
)” 


H 
In - m In | 
PA { 


entsprechen. 


Den gesuchten Halbkörper findet man wieder aus 
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Abb. 5. Abb. 6. 
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schwindiekeit von ur x 0,74 (Abb. 6). 
! 









































Band 13, Heft 3 


Iuni 1933 Weinie,.Zur Frage der Abrundung und Zuschärfung umströmter Kanten 231 








Fir den Sonderfall der Abrundung d=z Ist 


li. a) 


er dz \( = pe “ +1]dx a, a)Inx-+x. 


A % A 
Kür 2 el“ wird die Kontur des Halbkörpers gefunden. Für 9 7 erhält man also die 
Abrundung 


z=ae-ie + (1 —a):-ia-t ei‘ 

2 acosa+tiasına+ki(l a)a+cosa-isına. 
Die Zerlegung in Real- und Imaginärteil ergibt also (Abb. 5) 

z= 2 +iy=cosall+a)+ti(l—a)(a+ sına). 


Aus dieser Form ergibt sich sofort, daß die für verschiedene «a entstehenden Ab- 
rundungen affın zueinander sind. Durch entsprechenden Maßstab kann man sie alle auf die 
oleiehe Breite brinzen. Wenn man sie in dieser Weise aufzeiehnet, können sie leicht mit- 
einander verglichen werden: 


2 lI+a ! 


E (a+sina)=£-+in. 
2n (1 a) 2ri(l dt) PAR; ! 


w 


Die Breite dieses Halbkörpers ist damit b==1. Die Länge der Abrundung ist 


lI+a 
a(l—a) 


Ist somit Ib =4 gegeben, so liegt damit die Größe a fest: 


tl | 
7 - 
zit] 

Die größte Übergeschwindigkeit ist in der Übergangsstelle in den parallelen Teil vor- 
handen. Dort ıst also 


. .) 
Max 


Hz I-+a' 


2 


Die maximale Übergeschwindigkeit ı°; ist somit 


m; W onax N | a 
u My I1+a' 
2. ka ee | i I I+a 
Die Kinführung von l/b 4 ergibt 
a nn 1-a 
m; l h 
u a €, 


an r . . - . ’ 6 ., WW; \ . 
ür den Quellkörper hatte sich eine höchste Übergeschwindigkeit "7 0,26 ergeben. Die neue 
x Uy 


Abrundung erreicht diesen Wert schon mit 


: l | 
Am = 1.52, 
b m ;; 
ZT . 
Ur 
| m; 
 - het N 2 ge 
Hierfür ist m I — 0587. 
> m. 
| „H NAxX 
” Hy U 


Die auf diese Weise gefundenen Abrundungen sind Halbellipsen sehr ähnlich, deren 
IIalbachse in Anströmungsriehtung = 1,171 ist. Der Unterschied ist nieht beträchtlich. Die 


\brundung miti =, „3, ergibt ungefähr einen Halbkreis und besitzt eine größte Überge- 


_.r 
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Von dem soeben ermittelten Halbkörper kennen wir bisher außer der Form nun die 
erößte Geschwindiekeit und die Stelle, an der diese eintritt. Den Geschwindiekeitsverlauf 
selbst kennen wir bisher noch nieht. Er ıst aber sehr einfach zu bestimmen. 

Aus ze. t+iy=(l+a)cosa+ti(l —a) (a+ sin a) 


erhalten wır 


dx oa a 
2 —(l1-+a)cosa: (l+a)sına 2(1-+t.a)sın COS 
da 2 2E 
e dy Mu 
(ll  a)(n+sın v); - (1 a) (1 cos a) 2 (1 a) cos —. 
da 2 
dy | dl dA 
sommmt - vol to v 
d.r | > 6 2 
oder nach entsprechender Umformung 
| COS Aa 
COS ı ( rd = . 
2 (1 (d° I ıtCOSs a) 
ax . dg(s) 4 
Ks war aber gs) cos a . sommt . 
| — d.r | ll 


Damit ist aber aueh die Geschwindiekeit gefunden. Aus 





da dı (8) d.r de (Ss 
[IR . "-C’OSYV 
(ls d.r d N d.r 
erhalten wır 
1 (| eos a) 
Hy lI+a?—2acosa 
Wie sehon vorhin erhalten wır für cos «a | «lie Geschwindiekeit beim UÜbereane ın den 
Parallelteil zu 
ER Ye 
Hy Ita 
Nun ist noch der Geschwindiekeitsverlauf ım Parallelteil (« + r) zu bestimmen. Da 
hierfür <& nur reelle nerative Werte (£ I) annımmt, wird ın 
| ‚ 7 R r 
2—=xcH+iy, y=+(l—a)-rn=const’), x — + a)in & & 
/ | RT | 
oder mit m . x 
x 7 m | 
a(w—]1) Ä l—aw aw-—I 
4 ri a)ım p- 
m | m | m | 
Hiermit ist implizite auch 38 (4) gegeben. 
” u dm 
Bemerkenswert ist, daß an der Übergangsstelle in den Parallelteıl die Tangente N des 
(IS 
-Verlaufs unstetie ist. Dies wird leicht verständlich, wenn man an das Verhalten des 
In "Feldes in der Bildkreisebene an der Stelle I denkt. KEın solehes Verhalten scheint 
aber an sieh nieht erwünscht. Der Krümmungsradius der Kontur wird an der Übergangsstelle 
dm 2. 
o0. Das unstetige Verhalten jan der UÜbergzangsstelle wird vermieden. wenn man die 
7 (IS 
Ubergangsstelle noch etwas ausrundet. Hiermit wird dann auch der Geschwindigkeitsverlauf 
veglättet, Dann liegt allerdings nieht mehr die max. Geschwindigkeit an der Übergangsstelle 


in die Parallele, sondern etwas davor. Die Forderung, diese beiden Stellen zusammenfallen 
zu lassen, ist also ım teehnisehen Sinne schon etwas übertrieben, wenn sie sich auch 
mathematisch zerade noch erfüllen läßt. 


‘') Aus dem Konstantsein des Imaginärteils 4 des Halbkörpers ist zu ersehen, daß die Fortsetzung nach der 


\brundung tatsächlich aus Parallelen zur x-Achse besteht. 
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5. Ermittlung endlich langer Zuschärfungen. Will man statt Abrundungen Zuschärfungen 
rhalten, so hat man in den obigen Formeln entsprechend S< z einzuführen. Die Gleichungen 
ind aber dann nieht mehr explieite zu lösen. Man muß daher wieder den numerisch-zeich- 
serischen Weg einschlagen. 


Man kann aber von vornherein schon außer dem Kantenwinkel auch noch die maxımale 


Übergeschwindigkeit vorschreiben. Für diese ist 2 = L: 
.) ) 44 -) -) 
In a el — Fr, Wuxd 7 - 
ae 1 + u a I+a 
Wax d | 
N . . . “ „T .o . . . . . ® 
\ls Durehführungsbeispiel sei wieder Ö eewählt und die maxımale Übergeschwindigekeit 
‚ler bei der aus dem (uellkörper abgeleiteten Zuschärfung des gleichen Kantenwinkels gleich 
mi; En R 
ınzenommen, also 0,06, a =0,587 gewählt. 
Hy 


Wir haben wieder 9=2cosa und entsprechend den Verhältnissen der Abrundung 


\ 
Ö f | A Aa 2.(1 COS Aa) 
y = areto ot i n° | x 1» F; 
Br, - 1-+a 2 Ita?” - 2acos a 
Hieraus ereibt sich 
4 ; po 
cosv sın v 
Hr d DD. ! d ( 
\ m / J \ im / 
ie u 


und hiermit die gesuchte Zuschärfung y(.) nebst deren Geschwindigkeitsverteilung an der 
Oberfläche. 





Diese Zuschärfung ist wesent- en 2 u 
lich völliger als die aus dem Quell- | Un 


körper erhaltene und hat zwischen 
Staupunkt und größter Geschwindig- 
keit eine bedeutend erößere Bogen- 
länge als diese. Als Zuschärfung 
einer Austrittskante ist sie nach den 
herrschenden Ansichten bezüglich der | *? 
Möglichkeit von Wirbelablösungen 
also wahrscheinlich der anderen Zu- b | >) 
chärfung mindestens gleichwertig. N a | 

/Zuschärfungen von Abftlußkan- Wi 2 174850 g 
ten sind allgemein gebräuchlich, so 
bei Tragflügelprofilen, Turbinen- und 
"’umpenschanfeln. Auch bei räumlichen Gebilden, wie Schiffen und Luftschiffen, ist eine 
/uschärfung des Hecks zweckmäßig.  Zuschärfungen vorne sind vielfach bei Pumpen- 
schaufeln und bei Schiffspropellerprofilen üblich, doch ist man sich hier über die Zweck- 
näßigkeit noch nicht ganz einig. Bei Schiffen wird die Zuschärfung vorne wegen des 
Wellenwiderstandes für nötig gehalten. Bei all diesen Gebilden bleibt aber die Frage offen, 
ob nieht Formen mit parallelem Mittelteil Formen, die bisher aus strömungstechnischen Ge- 
sichtspunkten ohne einen solchen gebildet waren, strömungstechnisch gleichwertig sein können, 
Der parallele Mittelteil verspricht in vielen Fällen wesentliche konstruktive und wirtschaft- 
ıiche Vorteile, so daß die Entscheidung dieser Frage außerordentlich wiehtig erscheint. Ich 
olfe mit meinen Darlegungen Wege gezeigt zu haben, wie man Zuschärfungen bekommen 
kann, die nach bisherigen Anschauungen über Strömungsvorgänge den gebräuchlichen viel 
ingeren Zuschärfungen mindestens gleichwertig zu sein versprechen. 











Abb. 7. 


6. Unsymmetrische Umströmung abgerundeter Kanten. Für die Strömung um abgerundete 
orderkanten kommt noch ein anderer Gesichtspunkt in Betracht, nämlich das Verhalten bei 
ısymmetrischer Anströmung. Über diese sei deshalb zum Schluß hier noch einiges gesagt. 


Da unsere Halbkörper ins Unendliche reichen, müssen wir das Verhalten bei Wanderung 
‘es vorderen Staupunktes, die der wichtigste Vorgang hierbei ist, behandeln. 
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Zu der schon behandelten Strömung (1) müssen wir noch ein Umfließen von der einen 
Seite zur anderen überlagern. Das Bild dieser Zusatzströmung (2) ist bei Abbildune des 
Halbkörpers auf eine Halbgerade (2 < 0) 


pe ixi2.20. 


Das Bild der ursprünglichen Strömune 1st 


Yı 7,9, u 


Die Geschwindiekeit der Strömune (2) ist auf der Halbeeraden (£ < 0) 


während die Strömung (1) die Geschwindigkeit |, Da | haben soll. 


Das Verhältnis , ıst aber von der besonderen Gestalt des Halbkörpers unabhängig, es 

m, 
gilt auch für andere Halbkörper als die Halbgerade. Der vordere Staupunkt bei svm- 
metrischer Anströmung habe nun das Potential 9,0, der neue Staupunkt bei unsym- 


metrischer Strömung soll in den Punkt 9, P, wandern. Dann ist die Geschwindigkeit auf 


dem Halbkörper mit 
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BE Ee 
RA 25823 a 
\hh. 8. Abb. 9. 


Für den Quellkörper und den abgerundeten Halbkörper mit gleicher maximaler Über- 
geschwindigkeit bei symmetrischer Anströmung sind von mir für einige Staupunktswande- 


runeen die Geschwindiekeitsverteiluneen bestimmt worden. 


Kine kleine Schwierigkeit ergibt sich dabei für die Geschwindigkeit im ursprünglichen 


Staupunkt, dort ist nämlich der obige Ausdruck unbestimmt. 


y,>V0 wm, >m'-s 
Für kann s?; geschrieben werden. 
| soo) In > ,| 
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Damit wird im ursprünglichen Staupunkt 


w=(2 ®)'2.w;''e, 


so daß auch dieser Wert leicht bestimmt werden kann. 


Will man einen Vergleich mit endlich langen Profilen machen, so muß man die dort 
auftretende Staupunktswanderung abschätzen. Das Profil habe die Tiefe f, die größte Dicke h 
ınd den Auftriebsbeiwert £,=2rk-sind, wobei also der Bildkreis bei im » nicht ver- 


l: ” 

„that, wodurch A definiert ist. Beim Anstell- 
winkel ö=y liege der vordere Staupunkt im Scheitel der Profilnase, es herrsche hierbei also 
rlatter Eintritt. 


inderter Abbildung den Durchmesser d= 


Die Staupunktswanderung ist dann 


k kt 
= N} N .) » N “)., . 
5 .t, PD, =(ws2d—cos2y)-5 n h. 


D =(cos25 - cos2y)- 
Setzt man h und die Breite des entsprechenden Halbkörpers einander gleich, so ist die ent- 
sprechende Staupunktwanderung am Halbkörper gefunden. 


Den zu einem Profil entsprechenden Halbkörper findet man durch Konstruktion einer 
Profilmittellinie und deren Streckung in eine Gerade. 


Man hat es auf diese Weise nicht schwer, den Einfluß der Variation von Profilnasen 
auf die Geschwindigkeitsverteilung bei Änderung des Anstellwinkels zu untersuchen. 


Der Vereleich der Ergebnisse für die beiden durchgeführten Beispiele zeigt, daß der 
tes) l fen) >») 
Kinfluß dieser Formgebung sehr beachtlich sein kann, 258 


Über Markoffsche Ketten höherer Ordnung. 


Von @Güänther Schulz in Berlin. 
(Aus dem Institut für angewandte Mathematik an der Universität Berlin.) 


ik der Wahrscheinlichkeitsrechnung spricht man von einer Markoffschen Kette ter Ord- 
nung, wenn die Wahrscheinlichkeit eines Merkmals von den q(y=1,2,...) zuletzt erhaltenen 
Merkmalen abhängt. Zur Veranschaulichung diene das folgende Urnenschema: Von k* Urnen 
ist eine jede mit einer Gruppe (#_4,:..,#_3,%.,) von q Zahlen bezeichnet, deren jede die 
Werte 1,2,...,k annehmen kann. Die Zahlengruppen sind also die Variationen q-ter Klasse 
mit Wiederholung, die aus den % Zahlen 1,2,...,%k als Elementen gebildet werden können 
und deren Anzahl %k* ist. Jede der Urnen enthält in irgendwelchen Mischungsverhältnissen 
lose mit den Zahlen 1,2,...,k als Merkmal. Die Wahrscheinlichkeit, aus der mit (#_4,-:--; 
*_,,x_,) bezeichneten Urne ein Los mit dem Merkmal «= (e = 1,2,..., 4) zu ziehen. ist gegeben 
und sei mit 


A722 PR Ba 


bezeichnet. Die v heißen Übergangswahrscheinlichkeiten und bilden eine (q + 1)-dimensionale 
Matrix ®. Zur Ziehung wird die mit (#_g>:- 5%, ,) bezeichnete Urne immer dann 
benutzt, wenn das Ergebnis der letzten Ziehung ._,, das der vorletzten «_,, das der dritt- 
letzten &_,,..., das der g-tletzten «_, gewesen ist. Um das Spiel einzuleiten, müssen noch 
eine Anzahl weiterer Urnen vorhanden sein, die ebenfalls Lose mit den Merkmalen 1,2,...,k 
enthalten und von denen jede höchstens einmal benutzt wird. Ihnen mögen folgende gegebene 
Wahrscheinlichkeitsverteilungen entsprechen: 


m, q (.r) 
0, 7 (7; KH a " 1 (“e; Ks en wi iu >. A .) 
O2_g (ara 7 #2.) v.IX5 x, gs, C_9, X ır 


",_„(#) ist die Wahrscheinlichkeit, bei der Anfangsziehung, die die Nummer I q trägt, eın 
los mit dem Merkmal . zu ziehen; ferner ist beispielsweise ®,_,(#3._,,@ ,) die Wahr- 


16 
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scheinlichkeit, bei der Ziehung mit der Nummer 3 — q das Merkmal #= zu erhalten unter der 
Voraussetzung, daß die beiden vorhergehenden Ziehungen erst x_, und dann x_, ergeben haben. 
ei einer Kette erster Ordnung (q 1) ıst außer U nur »@,(@) gegeben. Natürlich ist 


l 
2. el, 
x} 

ebenso ergibt für jedes ©, 4, Pays :::+ t,, r die über x von 1 bis k erstreckte Summe 1, 
welches auch immer die nach dem Striehpunkt stehenden Parameterwerte seien. Von den 
We Psogs #eer do, P können beliebige verschwinden, wenn nur immer die genannten 
Summen Il ergeben. Bei den Ziehungen mit den Nummern 1,2,... sind die gegebenen Über- 
eaneswahrscheinlichkeiten » von der Nummer der Ziehung unabhängig. 


A. Markoff hat sieh in mehreren Arbeiten') unter einschränkenden Voraussetzungen 
über die Matrix der Übergangswahrscheinlichkeiten nur mit dem Fall y 1 näher beschäftigt, 
und zwar gleich mit dem Summenproblem, d. h. mit der Frage nach der Wahrscheinlichkeit 
W,(X) dafür, daß die Summe der Merkmale von » Ziehungen einen bestimmten Wert X hat. 
bei großem n. Die näherliegende Frage nach dem asymptotischen Verhalten von »“,, (), der 
Wahrscheinlichkeit dafür, daß die n-te Ziehung das Merkmal . liefert, ist im Fall 4=1 für 
eine beliebige Matrix "(r: .«_,) in voller Allgemeinheit zuerst von R. v. Mises erledigt 
worden ?). Auf Grund der dort erhaltenen Ergebnisse konnte dann das Summenproblem für 
diesen Fall behandelt werden ohne die von Markoff gemachten Voraussetzungen, die die 
Positivität der Übergangswahrscheinliehkeiten betrafen’). 


Im folgenden soll nun gezeigt werden, wie die Untersuchung von »",, («) für Mark offsche 
Ketten höherer Ordnung (9=2.3,...) auf den Fall y=1 zurückgeführt werden kann, womit 


auch ein Weg zur vollständigen Behandlung des Summenproblems für derartige Ketten 


vewiesen Ist?), 
Zunächst werde die g-dimensionale Wahrscheinlichkeit 
MM" ,, (X, 4 mn K u N 1 ® ) 


einzeeführt. die dafür besteht, daß bei der »-ten Ziehung das Merkmal ., bei der (n l)-ten 
das Merkmal .r_,...., bei der (nr - g—+1)-ten das Merkmal #,_, erhalten wird. Offenbar ist 


Be. Ve 


ar ee, Da 


Jetzt läßt sich leicht eine Rekursionsformel aufstellen: es ıst nämlich 


rY 
(er ae Be Ri I dla; 204: 8 + are, I 


1 — G l 


x—Q 


Y Y v 
m dr) \ \ \ m .,ie, (1. 1 Li 1 ) (4 
An —— EZ = 
Y / a4 An 
I!) Von den nieht in russischer Sprache geschriebenen Arbeiten sei hier genannt: Acta math. 33, 1010, S. 87 bis 104, 


und der Anhang Il in der „Wahrscheinliehkeitsreehnnng* (übers. von H. Liebmann), Leipzig 1912. 

®\,R.v. Mises: Vorlesungen aus dem Gebiete der angewandten Mathematik, I. Bd.: Wahrscheinlichkeitsreehnung 
(Leipzig und Wien 1931), S. 533 bis 549. Auf dieses Werk sei auch wegen mancher hier verwendeten Begriffe aus der 
Wahrscheinlichkeitsreechnung verwiesen. 

3) Günther Schulz: Zeitschr. f. ang. Math. u. Mech. 11, 1951, S. 444. 

1, An Literatur über Markoffsche Ketten höherer Ordnung ist mir nur die Dissertation von A. Aeppli, 
Zur Theorie verketteter Wahrscheinliehkeiten (Zürich 1924), bekannt geworden. Dort werden im Abschnitt II für die 
\lternativketten höherer Ordnung nach einer geometrisch kombinatorischen Methode Formeln für endliehes » auf 


restellt Mr 
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Die Rekursionsformel (2) kann nun so umgeformt werden, daß statt der (q + 1)-dimensionalen 
Matrix ® eine zweidimensionale Matrix 9’ auftritt. Man denke sich dazu alle Ak? aus den 
Zahlen 1.2, ..., k gebildeten Variationen g-ter Klasse mit Wiederholung aufgeschrieben und 
nit 1. 2%... durehnumeriert. Die Variable #’, die die Werte 1’, 2’, ..., (k%)’ annehmen 
kann. steht also an Stelle einer Gruppe von g Zahlen, deren jede die Werte 1, 2,..., k an- 
nehmen kann. Nach Einführung dieser Bezeichnung läßt sich Gl. (2), wie folgt, schreiben 


’ Y ’ ’ - 
N", (a’) >v (ee; yY)w, Pi. MR Gr ee ee Eee ° 


u’ 


Der Summationsbuchstabe 7’ läuft dabei von 1’ bis (kW. ww, (a) ist gleich w, (was... 
2: 0 falls 2 =(&,_0, .-., 2, 2) ist. 3 mil den Elementen »’ (’; y’) ist eine Matrix von 
j:1 Zeilen und 4% Spalten, also mit %°* Elementen. Am Schnittpunkt der Zeile =’ mit der 
Spalte y’ steht O als Element, es sei denn, daß die letzten 4 1 Zahlen der Merkmalgruppe 
y mit den ersten qg 1 Zahlen der Merkmalgruppe .-” übereinstimmen. In diesem Fall wird 
dort re: # yes ser fa, 0 ,) als Element geschrieben, wobei .r die letzte Zahl der Gruppe «’ 
ist und (gs >; 4, 2.) y'. Ist beispielsweise 


q=5, y=(1,3,2,1,6), «=1(3,2,1,6,4), 


dann ıst 
’ ’ 


v (x; y)=v(4; 1,3, 2,1,6). 


ie Matrix W’ enthält also alle %2 "'! Elemente von ® und außerdem 4? k91'*' Nullen. Zur 
| 
Verdeutliehung sei 9’ im Fall # 2 (Alternative), g = 2 aufgeschrieben: 








(’= (1,1) 2’ =—=(1,2) 3’—= (2,1) 1’ — (2, 2) 
l’ (1.1) v(1;1.1) 0 v(1: 2.1) v 
2 (1.2) v(2:1,.1) () v(2: 2,1) () 
5% (2.1) () v(1:1.2) v0 v(1:2,2) 
4’ (2.2) 0 (2:11.23) 0 (2: 2.2) 





Man liest z. B. ab, daß »’ (27; 3) = r (2; 2,1) und »’ (47:37) 0 ist. Jede Zeile und jede Spalte 
von W enthält % Elemente aus 3, die natürlich auch Null sein können. Aus der Definition 
der Matrix W’ ergibt sich, daß sie eine sog. „stochastische* Matrix ist, d. h. nur aus nicht- 
negativen Elementen besteht, die in jeder Spalte 1 als Summe ergeben. Von den k?? Ele- 
menten von W’ können höchstens %T*! von Null verschieden sein; obwohl das Verhältnis 
+1: %29 mit wachsendem %k und 4 immer kleiner wird, zieht dies nicht nach sich, daß ®’ für 
genügend großes k oder g zerfallen muß’). 

Die Identität der Rekursionsformeln (2) und (5) folgt unmittelbar, wenn man die »’ (.’; y) 
deutet als Wahrscheinliehkeiten für den Übergang zwischen zwei sich teilweise überdeekenden 
\Merkmalgruppen, die y 1 Zahlen gemeinsam haben: 











Gl. (5) hat nun genau den Bau und die Eigenschaften der Gleichung, die der Theorie 
der Ketten erster Ordnung zugrunde liegt, so daß diese in vollem Umfang übertragen werden 
kann. Zur Untersuchung des Verhaltens von ,,(.#), der Wahrscheinlichkeit, bei der n-ten 
Ziehung das Merkmal .r zu erhalten, bei großem », ordne man der gegebenen Matrix 3 nach 
der oben gegebenen Vorschrift die Matrix ®’ zu und untersuche sie mit Hilfe der bei v. Mises 
aufgestellten Sätze®) daraufhin, ob ®’ unzerlegbar ist oder total oder partiell zerlegbar, ob die 
Matrizenfolge W’(v —1,2,3,...) gegen eine Grenzmatrix konvergiert oder ob sie periodiseh 
konvergiert, und schließlich, ob alle Spalten der Grenzmatrix übereinstimmen oder nicht. Es 
zilt ferner der Satz: Sind alle Elemente von 3 positiv, so ist 9’ sicher unzerlegbar. Der 


5, ber den Begriff der „Zerlegbarkeit“* oder des „Zerfalls* einer Matrix vgl. R. v. Mises a.2.0. 8.5935 bis 536. 
6, A.a.0, NS. 5337 bis 548, Satz I bis V. 


I6* 
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Beweis hierfür ergibt sich am einfachsten aus der Betrachtung der Matrix 9’, der g-ten 
Potenz von %. Falls ® nur positive Elemente hat, besteht diese Matrix auch nur aus posi- 
tiven Elementen, die die Wahrscheinliehkeiten für den Übergang zwischen zwei aneinander- 
stoßenden, sieh also nicht mehr überdeckenden Zahlengruppen aus der Merkmalfolge 














x’ 


darstellen, ist also unzerleebar. Aus der Unzerlerbarkeit von 9“ folgt aber die von W 
Kxıstiert nun 
lım Wal,_gr +», %_s, &_ı, %) GP = „Birk Ben 
Nn4 
dann existiert auch 


. Y Y Y ri _ 
lim 0, (.r) > Eu > = a  BE I 
N Xı—Q “_» X_ı NDX 


Die Eigenschaften der periodischen Konvergenz und der Abhängigkeit von der gegebenen 
Anfangsverteilung ww, (#,_ys »--+ £_, #_,, 0) übertragen sich im allgemeinen von m, (#,_.4; 
x) auf m,„(e). Die Grenzverteilung (6) hat gewisse Symmetrieeigenschaften, die der Ein. 


fachheit halber am Fall 4 = 5 aufgewiesen werden sollen. Da 
ar 7, 2 I ah ensid. er 
N N t S t 


so folgt nach beiderseitigem Grenzübergang n>x: Existiert die g-dimensionale Grenzver- 
teilung (6), dann hat sie die Eigenschaft, daß Summation über beliebige 4 1 Argumente stets 
dieselbe eindimensionale Grenzverteilung (7) liefert. Im Fall der periodischen Konvergenz 
eibt es mehrere Grenzmatrizen, die ähnliche Eigenschaften haben. 


Für die Behandlung des Summenproblems ist die hier eingeführte Matrix 9’ nicht un- 
mittelbar zu verwenden. Mit Hilfe der Verteilung ,(#,_4; -... x) lassen sich aber durch 
Wlan erg Em Do > Ward, Bar sr; m E 5 UT > 0 (*) 

U 


(Operation der Teilung!) Übergangswahrscheinlichkeiten "la; 0) Kg die allerdings 
noch von », der Nummer der Ziehung, abhängen’). Konvergieren alle wm, (a, _ys.::.: c) gegen 
positive Werte, dann konvergiert auch die Folge der Matrizen 3, mit den E lementen (x; #_,) 
für n>x geren eine Grenzmatrix: sind in der Grenzverteilung (6) gewisse Werte Null, so 
braucht es keine bestimmte Grenzmatrix zu geben, da Elemente in ihr unbestimmt bleiben 


können. Nun eilt 


De N Ä: 0 e e re e 


Von der Betrachtung dieser Gleichung geht man nun vorteilhaft bei der Behandlung des 
Summenproblems aus. Statt der Folge der Potenzen 3” im Fall q=1 ist in den Fällen 


qq 23... die Folge der Partialprodukte PB, 3,38, :.-.9, 9, zu untersuchen‘) 


Ks sei darauf hingewiesen, daß es für die hier gegebene Reduktion der Markoffschen 
Ketten höherer Ordnung ganz wesentlich war, daß die Theorie der Übergangswahrscheinlich- 
keiten in voller Allgemeinheit, ohne Bedingungen hinsichtlich der Positivität der Elemente. 
zur Verfügung stand; denn die oben eingeführte Matrix W hatte ja zahlreiche verschwindende 
Klemente. ISO 


‘) Man beachte, daß im Gegensatz zur hier eingeführten Bezeichnung bei v. Mises mit r,„(x: „) ein Element 
der Matrix 9%, der n-ten Potenz der Matrix 3, bezeichnet ist. 


‘) Im Fall zweireihiger (Alternative), von der Nummer der Ziehung abhängiger Matrizen von Übergangswahr 
scheinlichkeiten ist das Summenproblem bereits unter gewissen Voraussetzungen über die Konvergenz der ?,(x: y) von 
S. Bernstein behandelt worden (Math. Ann. 97, 10926, S. 1 bis 50). 
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KLEINE MITTEILUNGEN 


über die kräftefreie Bewegung einer 
idealen Flüssigkeit in einem elastischen 
Rohre. Lie klassischen Untersuchungen von 
Piemannt!)und Huzoniot?) haben sieh zwar 
chon längst in der Gasdvnamik ®) und selbst in 
tsehnisehen Anwendungen dieses Gebietes#) als 
ehr fruehtbar erwiesen, von den Hvdraulikern 
Iaceeren sind sie bisher kaum beachtet worden. 
vohl infolge des praktisch ja vollkommen bereeh 
tirten Strebens, lineare Differentialgleiehungen zu 
bekommen). Das Ziel der folzenden Betrach 
tuneen ist es nun. für die Bewerung einer 
lealen Flüssierkeit in einem horizontalen elasti- 
sehen Rohre also bei Aussehluß von Massen 
kräften eine die realen Verhältnisse besser 
ıpproximierende nieht lineare Diiferentialzeleiehung 
ıhzuleiten und als Anwendung daraus einige viel 
eieht auch praktisch nicht uninteressante Schlüsse 
zu ziehen. Zur Reehtfertirung der zur Aufstellung 
ler Bewerungszleiehungen nötiren vereinfachen 
len Annahmen soll zunächst zanz kurz auf die 
»roßen Schwierirkeiten hingewiesen werden, die 
einer strenzen Lösung der Aufzabe im Were 
stehen. 

Der innere Radius R des kreisförmie ange 
nommenen @Quersehnittes wird an einer bestimmten 
Stelle nieht bloß von dem dort herrschenden Druck 
allein abhängen. sondern von der momentanen 
Druckverteilunz entlanz «des zanzen Rohres. Ist 
sehon die Behandlung des damit anzedeuteten 
statischen Problemes sehr schwierig, so ist an eine 
aueh nur einieermaßen befriedizende Erledigung 
les entsprechenden dynamischen Problemes der- 
malen wohl kaum zu denken. Wir sehen daher 
von der Trägheit und den Längsspannungen der 
Rohrwand zänzlich ab und nehmen an, daß R 
nur von dem an der betreffenden Stelle vorhan- 
lenen Druck allein abhänge. Ebenso vernach 
lässiren wir auch die infolze des Gewichtes der 
"lüssiekeit verursachte Änderung des Druckes in 
einem und demselben Querschnitt. Weren der 
radialen Symmetrie würde man nun mit einem 
„wei-dimensionalen Ansatz allerdinzs auskommen. 
aber die dann sieh einstellende Randwertaufgeabe 
bietet selbst in den einfachsten Fällen untberwind 
liche Sehwierirkeiten dar. Es ergibt sich also die 
‚winzende Notwendiekeit. bei einem ein-dimen 
sionalen Ansatz zu bleiben und die meist ohnehin 
kleine radiale Strömungskomponente außer acht 
.ıı lassen. 


I. Aufstellung der Bewerungeselei- 
chung. 

Da sich später zeigen wird, daß die Interration 
ler Bewerungsgleiehung praktisch nur dann «e- 
leistet werden kann, wenn man sieh auf die Be- 
trachtunz solcher Bewerunzen beschränkt. die aus 
der Ruhe hervorzehen, so wollen wir uns «leieh 
von vornherein auf diesen Fall einstellen. Es soll 
„ur Zeit #°°0 der Druck p» zenauer: die Diffe- 
renz zwisehen innerem und äußerem Druck 
lurchwegs verschwinden und der innere Radius 
des (mersehnittes entlanz des ganzen Rohres 
u  eonst sein. Ferner sollen a und .r «die Ab 
zissen eines und desselben Flüssigkeitsquer- 


I, Über die Fortpflanzung ebener Luftwellen..... Ges. 
Werke, Leipzig 1876, S. HH MT. 

”), Memoire sur Ja propagation du mouvement dans les 
‘orps et speelalement dans les gaz parfaites, Journ. de 
"ee, pol. Cah. 57 (1887), S. 1 bis 97, Cah. 58 (1880), S. 1 bis 125. 

»), J. Ackeret: Gasdynamik, Hdb. d. Phys. Hgg. v. 
iger und Scheel, VI. Bd. (1927), S. 322 ff. 

ı) K. Kobes: Die Durehschlagsgeschwindigkeit bei 


den Luftsauge- und Druckbremsen. Ztsehr. d. österr. Ing. 


ind Arch.-Ver., 6°. Jahrg. (1910), S. 553 bis 579. 

5), Z.B. L. Allievi: Alle Theorie ü. d. veränder!l. 
bewege. d. Wassers in Leitungen. Deutsche Bearb. von 
k. Dubs und V. Bataillard, Berlin 1909. 








schnittes und o, bzw. o die dort vorhandene Dichte 
am Anfanz und zu einer beliebiren Zeit f be 
deuten. 

Kine erste Differentialzleiehunz liefert zunächst 
der Impulssatz, indem wir eine Flüssirkeitsschicht 
betrachten, die anfänglieh von den beiden Quer 
sehnitten mit den Abszissen a und @a+ da be 
erenzt wird. Im Gegensatz zu «den meist üblichen 
Ableitungen der Bewerungszleiehungen wollen 
wir jedoch beachten, daß die Radien. der beiden 
(Juersehnitte im allzemeinen verschieden sein 
werden. Ist R der Radius des zur Abszisse a 
vehörizen @Quersehnittes, dann haben wir für den 
Radius bei a -+-da zu setzen: 


dl R Ri) » 


Rt 
T3 py da 


(da 
und «damit ergibt sich bei Berücksichtigung «der 
(lieder erster Ordnunz in bekannter Weise: 


O2? u dR\ 0» 
er -R-\R-+2p - 


2 
On Rt, 


(1), 


dp 7; 


Als zweite Gleiehunz folgt weiter aus der Konti 
nuitätsbedinzung: 
Or 

0 Ar nur, ; ; DE ee (2). 

Mit Rücksieht auf eine von Huzoniot®) gemachte 

Bemerkung sei darauf hinzewiesen. daß sieh (2) 

auch aus dem Energiesatz hätte gewinnen lassen. 

da die Enerrierleiehunz wegen (1) hier ebenfalls 

eine einmalize Integration nach der Zeit zrestattet. 

Um aus (1) und (2) » und » eliminieren zu 

können, setzen wir 


0 9. (1 | 41») 


und 
R eh: 
Dann wird (2): 
l I s 
(1+-Ap)- (pp er 
RZ, 
Die Auflösung nach » möge erzeben: 
[dr 
P4qg 2) a een aa TR 
woraus folrt: 
7 ; f? 5 do? r (5) 
7, OA oa? 
Weren (3). (4 und (5) wird dann (1): 
or or\ 9°r 
AR a da: n), 


dt? 


also eine Gleichung von derselben Form. wie sie 
Huxroniot?”) seinen Betrachtunzren zurrunde 
lert hat. 

Wenn wir insbesonders o o, annehmen und 
voraussetzen, dab der Druck stets so niedrig 
bleibt, daß wir näherungsweise 


ve 


ır 
na 


 » ‚ 
R=BR, +1] Re Dre ie A 
nit) | 
setzen können, dann läßt sieh die Elimination von 
p leieht ausführen, und wir bekommen die Bewe 
euneseleichung: 


u; a 5—-2Vo dr Pr 
— . _ . > b). 
of? 2 OÖ, aa Od“ 


6) ]. c. Cah. 57, S. 46. 
”) l.e. Cah. 58, S.5. An Stelle von x stelt dort die 
mit #z bezeichnete Verschiebung. 
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wobei a von R„ und der Beschaffenheit des Rohres 
N) n a 
umd der Kürze weren o» zesetzt ist. 
A) 7 


is sei noch bemerkt, daß man (6°) auch 
so eewinnen kann, dab man «das Rohr als starr an 
nimmt und die inkompressible Flüssigkeit dureh 
eine fineierte kompressible ersetzt. deren Dichte 
dureh (die tatsächliche Ausdehnung des Rohres be 
stimmt ist®). 


>, Über die Interration der Bewe 
euneseleichuneg. 

Die (1l. (6) ließe sieh zwar dureh die Lerendre 
sehe Transformation in eine lineare überführen ®). 
doch hätte man praktisch damit nieht viel ge 
wonnen, da sieh für die zur Behandlung allge 
meinerer Probleme notwendige Riemann sche 
"unktion keine brauchbare Darstellunz finden 
läßt. Wenn wir uns aber mit der Untersuchung 
soleher Bewewungzen bernüren,. die aus der Ruhe 
entstehen. dann wird eine von den Differential 
leiehunzen der Charakteristiken interrabel und 
liefert «das folrende Zwischenintegral !%): 


abhängt 


nebenbei 


4-4) IB, 2 5 ei o ak 


Nr 
wobei u : die Gesehwindirekeit der betrach 
( 
teten Sehiehte beiteutet und 27 (@) v(®)., 
Interral wird zeometriseh bekanntlich dureh die 
(Gesamtheit aller abwiekelbaren Flächen mit einem 
festen Riehtkegel dargestellt. Die Gleichung einer 


solehen Fläche erhält man also, indem man aus 


Dieses 


r—A:a+G (A -t+-F (A)=0 .. (8) 


und 

a+-@G(A)-t- F(A)=0 .. (9) 
den Parameter / eliminiert. Hier kann man aber 
nur noch über F (4) willkürlieh verfügen: «denn 


denken wir uns aus (9) A (a.) berechnet und in (8) 


einzesetzt, dann wird wegen (9): 
N pe a 2 
O4 i 0A or TE n 
cv /!. . dt --(i (A)-1t F’ (7) I 
RZ, RZ; 
und ebenso auch: 
0.r IR. 
HH (r (A). 
Of 
Da aber weren (7) 
GH reEeBEertl. ; :- 
so können wir für (8) aueh schreiben: 


F (2) 0) R (8°), 


dab die \oOr- 
werden !t), 


r od 1(4 z(D!-.t 


wählen ist, 
erfüllt 


wo nun Fi) so zu 
verebenen Randbedineunzeen 


>». Anwendung 
der Meehanik 
Die Kenntnis des zeitlichen 
drueckes in der linken Herzkammer und in der 
sieh daran anschließenden Aorta ist von zeroßem 
Interesse für die interne Medizin !?). Da direkte 
Beobachtungen natürlich mit großen Schwierig 
keiten verbunden sind. so wäre es wiehtig zu 
wissen, ob man nicht aus dem an einer bequem 
zugänglichen  eroßen  AÄrterie  aufzenommenen 
Pulscdiaeramm  «diesbezürliche  Sehlüsse ziehen 


eine Fraze aus 
‚lutkreislaufes. 
Verlaufes des Bhut- 


auf 


des 


sS) Eine ähnliche Überlegung bei E. Jougruet,. Theorie 
generale des conups de belier, 8. 191. in den Rapports 
etablis A l’oeceasion du ?e eongres de la houille blanche, 
Paris (1914). 

»),)J). Hadamard: Lecons sur la 
ondes . Paris,(1009), S. 16%. 

10) Verl. z.B. E. boursat: 
S, 72T... de &d. (1927). 

1 Hnzoniot: lc, Ch. 8. 8 IE, 

1?) Vgl. z. B. den Artikel: Einführung in die Mechanik 
des Kreislaufes von A. Müller in Abderhalden, Handb. 


propagation des 


(Cours d’analvyse, T. IIL, 


d. biolog. Arbeitsmethoden, Abt. V., Teil 8., S. 274. 


würde es sich also 
um die Lösung der folgenden Aufgabe handeln: 
„Kann man «dureh Beobachtung des Druckes an 
einer bestimmten Stelle unseres elastischen Rohres 
r—=:E die in (8) auftretende Funktion F (4) be- 
stimmen. wenn die in (4°) enthaltenen Konstanten 
R. und a bekannt sind?“ 

Für die analvtische Behandlung dieser Fraze ist 
es zweekmäßig, an Stelle des Druckes mittels (2) 
und (4°) für o = o, die Längsdilatation 


könnte. (rehörig idealisiert 


Or jan 

| :D(t) 

7, x S 
an der festen Stelle .r = als zereben anzu- 
nehmen. Da .r E eonst bleiben soll, hat man 


zunächst nach (8°) die folgende Beziehung zwischen 
a und #: 


— /a+[y (A) —zı(V)tE+- FM) =0, 


und indem man «daraus und aus (9) a eliminiert, 


kommt wegen (7): 
&E-+[2 (4) —- 4-7 (A) — (1). 
F (4) —4-F(A)=0 (10). 
BE o „. = 
Da nun );.so hat man auch 4=5 (t), und 
OA 


wenn man daraus umgekehrt / als Funktion von / 
darstellen kann. also # = r (4). erhält man aus (10): 


2 
Er S.,.|e@e/(zA\ (U) 2 Pe 
F (7)  [r- | - A| ,ar E-+-U:-/. 
R dA\ A A? | 
| 
Da aber die Bewegung aus der Ruhe entstehen 
soll. so mub .r (a, 0) a und auch 4 (a, 0) | 


sein. woraus man noch € < findet. 

Ohne auf die tiefer liegenden Gründe hierfür 
einzuzehen »), wollen wir uns mit der Feststellung 
bernügren, daß mit der oben entwickelten Methode 
die einzangs gestellte Frage nur in dem praktisch 
kaum auftretenden Falle beantwortet werden 
könnte, wo der Druck und damit auch die Längs- 
dilatation «der Flüssiekeit an «einer bestimmten 
Stelle des Rohres ständig wachsen oder ständig 


abnehmen. was aber zerade für die Pulskurve 
nieht zutrifft. Aber selbst dann. wenn alle «e- 
forderten Bedinzungen erfüllt wären, hätte die 
soeben zefundene Lösung unserer Aufgabe nur 
einen «dureh bisher nieht erwähnte Umstände er- 
heblich eingeschränkten Gültiekeitsbereieh. Aus 


der Form unserer Gl. (6) ergibt sieh nämlich. dab 
auch hier eine dem bei Gasen ja tatsächlich beob 
achteten Riemann-Huroniotschen Phäno- 
men !#) analore Erscheinung auftreten müßte, dab 
sich also trotz stetizer Anfangs- und Randbedin- 
eunzen nach einizer Zeit Unstetiekeiten entwickeln 
können. Während aber bei Gasen unter eewöhn- 
liehen Verhältnissen diese Erscheinung sieh erst 
in Rohren von mehreren Kilometer Länge zeigen 
würde 15), könnte man nachweisen, daß sie sich 
bei Gummischläuchen bereits in einer Entfernung 


von einigen Metern von dem in Bewerung ze- 
setzten Ende der  Flüssirkeitssäule einstellen 
müßte. Da man aber die in Rohrleitungen auf- 
tretenden, mitunter verhängnisvollen plötzlichen 


Drucksteigerungen «durch Unstetiekeiten in den 
Randbedinzunzen selber schon erklärt, eventuell 
noch verstärkt durch Retlexion und Resonanz, und 
mir keine Beobachtungen bekannt zeworden sind, 
die man dureh «das eben erwähnte Phänomen 
deuten könnte, so will ieh dermalen von einer 
weiteren Erörterung dieser Frage absehen. 


A. Huber, Freiburg (Schweiz). 289 
13) Hadamard:|]. ee. S. 171f. 
14 Hadamard: |. c. S. 1812. 


15) Hugoniot:]. ce. Cah. 58, 8. #. 
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Geschwindigkeitsermittiung beim Rö- 
mergetriebe und ähnlichen Getrieben. 
ei der in den Abb. 1 und 2 angegebenen offenen 
Kette, bestehend aus einem ternären Gliede DEF 
ınd drei anzelenkten Gliedern, AD, BE und CF, 
vird in der Literatur ') zur Bestimmung der Ge- 
schwindiekeiten?) der Punkte D, E und F 
wenn die Geschwindigekeiten der drei Punkte 4, 
3 und C zereben sind zunächst für einen 
Punkt, z. B. für Punkt F, eine Gerade g der 
»eometrische Ort aller Geschwindigrkeiten von F 

ermittelt. Der Schnittpunkt der Parallelen zu 
('F dureh den Endpunkt von Ve mit dieser Ge 
raden g liefert dann für F die Geschwindigkeit in 
ler riehtigen Größe. 

Die Bestimmung der Geraden g (Abb. 1) 


ve 
sehieht so. daß z. B. für den Punkt D eine be- 





Abb. 1. 


iebige Geschwindiekeit F,, angenommen wird. 
Durch den Endpunkt von V’,, werden zu den be) 
len Dreieckseiten DE und DF Parallelen zezogen. 
Der Schnittpunkt der Parallelen zu DE mit der 
Parallelen zu BE dureh den Endpunkt der Ge- 
schwindiekeit von B (V,) liefert eine Geschwin 
liekeit P;, und der Schnittpunkt der Parallelen 
‚u EF durch V;, mit der Parallelen zu DF eine 
(eschwindigekeit Vz, des Punktes F. In gleicher 
Weise wird für Punkt D eine zweite Geschwindig- 
keit I’; angenommen und NVps bestimmt usw, 
bie Endpunkte Wr. Vrs usw. liegen auf der Ge 
raden 9. Die Geraden, auf denen die Geschwin 
liekeiten VW, V5 und Fr liegen, schneiden sich 
m Pol P. Ebenso schneiden sich z. B. die Strah- 
en, auf denen NV. Yrı und V’;, liegen, in einem 
’ole P,. Die Pole der einzelnen Geschwindig- 
keitsstrahlen des ternären Gliedes liegen auf einer 


!)Burmester, L.: Lehrbuch der Kinemätik (Leipzig: 
\. Felix 1888), S. 590 (Abb. 614): s. a. Grübler.M.: Ge- 
triebelehre (Berlin: J. Springer 1917). S. 77 (Abb. 116): 
s.a. Wittenbauer, F.: Graphische Dynamik (Berlin: 
J. Springer 1923), S. 274 (Abb. 354). 

-) In den folgenden Ausführungen werden immer nur 
die um 900 gedrehten Geschwindigkeiten verwendet. 


RA2e7zz 





(Geraden. Die Polgerade schneidet die Gerade 9 
im Punkte P,. dem Schnittpunkt der Parallelen 
durch V , zu AD und durch V, zu BE. Liegt der 
Pol P, noch in der Zeichenebene, dann zenügt es, 
für Punkt D z. B. nur eine Geschwindigkeit (z. B. 
V’,,) anzunehmen, um die Richtung von g zu be- 
stimmen, amdernfalls müssen mimdestens zwei Ge 
schwindiekeiten für Punkt D anzenommen werden. 


Die Gerade g kann auch auf folgende Weise 
bestimmt werden (Abb. 2): Man legt durch den 
Punkt F eine beliebige Gerade f, und verlängert 
z. B. den Lenker AD und die dazu Parallele bis 
zum Schnitt mit /,. Dies gibt die Punkte / und 
’. Punkt / wird jetzt mit Punkt E verbunden 
und durch 7” die Parallele zu /E zezoren bis zum 
Sehnitt mit der Parallelen zu BE, dann wird wie 








Abb. 2. 


der die Geschwindiekeit VW, gefunden. Die Pa- 
rallele durch den Endpunkt von Vz, zu EF gibt 
wieder V7z,, das auf /, liegt. Das gleiche kann 
mit einer beliebirzen Geraden /, usw. wiederholt 
werden. (Die an und für sieh beliebigen Geraden 
fi. fs usw. sind hier wegen der dann folgenden Be 
weisführunz so zewählt worden, dab sieh die in 
Abb. 1 sehon ermittelten Geschwindirkeiten Vın 
V ra IISW, ereeben.) Werden als beliebire (Gerade die 
Streeke DF und DV 70 als Geschwindigkeit für Dan 
venommen. dann lieert auf der Verlängerung von 
DF die Geschwindigkeit Vo. Die Parallele dureh 


;o zu DE gibt auf EF den Punkt M, durch den 


Wenn also Punkt M bekannt ist, kann man sich 
das Ziehen der Geraden /E, IIE usw. ersparen, da 
/, IF usw. sofort mit M verbunden und die Punkte 
Vs. Vs usw. bestimmt werden können. 

Wird schließlich z. B. der Pol P, noch mit dem 
Punkt D verbunden, dann erhält man die “e- 
schwindigkeit V 71. die beim 1. Verfahren angenom- 
men und von der auszeranzen worden war. 

Zum Beweis dieser Methode betrachte man die 
Dreiecke P,/D, P,ÄED und P,EF in Abb. 2. 
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ls verhält sieh: keitsriehtunzen eines quaternären Gliedes (Abb. 5) 
bekannt sind. In den beiden letzten Fällen (Abh. 3 
P.! P,D P,E P,F bis 5) vereinfacht sich das Verfahren noch 'nso 
fern, als auf das Einzeiehnen der beliebizen Strah 
Pf P,V» P,Vr: PVri len f,. /» usw. verziehtet werden kann: dadurch er 

Damit ist vezeiet, dab hier zur Bestimmung von übrigt sieh die Bestimmung der Geraden g. 
I’;, die in Abb, I anzenommene Geschwindigkeit Beim Römereetriebe®) (Abb. 3) sind die Geschwin 
I, nieht mehr gebraucht wird und dureh «den  dirkeiten V, des Punktes B und V des Punktes F, 
Strahl /7 ersetzt werden kann. auberdem die um 90° zedrehte Geschwindirkeits 
richtung r.r vereben. Auf der Geraden r 


wird Punkt / «der Stanze BC mit Punkt E 
verbunden und durch 7” die Parallele zu /E 
zezogen: der Schnittpunkt mit der Parallelen 
zu EF liefert dann sofort die Geschwindig 
keit von E (V,;) in der riehtigen Größe. Durch 
den Endpunkt von V’; die Parallele zu CDE ge 
zorzen, ergibt dann die Geschwindirkeiten von C 
als Schnittpunkt mit der Parallelen zu BC 
und von D als Sehnittpunkt mit der Geraden 
7, Zur Kontrolle kann dasselbe Verfahren mit 
/I! und //” wiederholt werden: hierbei erribt sich 
sofort die Größe von Fr. 


In Abb. 4*) sind die Gesehwindiekeiten von A 
und G zezeben: außerdem die um 90° zedrehten 
(reschwindizekeitsriehtungzen von C und E. Ge- 
sucht ist die Geschwindirkeit des Punktes D. 
Punkt / auf AB wird mit D verbunden und dureh 
/ die Parallele zu /D zezoren: ferner wird Punkt 
/I auf FG mit D verbunden und durch //’ die Pa 
rallele zu //D gezozen. Der Sehnittpunkt beider 
Parallelen liefert die Geschwindiekeit von D 
,,) 


In Abb. 5 ist eine Kette mit einem quaternären 

z ""liede ÜDFE gegeben. Die Geschwindigrkeiten der 
Punkte A und G und die um 90° zedrehten Ge 
schwindiekeitsriehtunzen der Punkte D und E 
sind bekannt. , Gesucht ist die Geschwindigkeit 
An6rZu des Punktes C. Die Punkte / und /I auf FG 
werden mit C verbunden und durch /” die Paral- 
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\bb. 4. Abb. >». 


Das neue Verfahren erweist sieh als vorteilhaft. lele zu /C und dureh 7/7” die Parallele zu //C ze 
wenn das ternäre Glied eine Gerade ist, da die zogen. Der Schnittpunkt beider Parallelen liefert 
Bestimmung der Geraden g einfacher ist als nach Ve. K. A. Flocke (Dresden). 267 
dem zuerst angegebenen Verfahren, außerdem. 


s . : : 3) Burmester,L.:a. a. 0.8.5441 (Abb. 561); Beyer,R.: 
wenn «lie um 90° wedrehte Geschwindigrkeitsrich ), Burmester,L.:a.a 44 (Abb, 61); Be: + 


Technische Kinematik (Leipzig: J. A. Barth 1951), 8. 270 


tunz eines Punktes des ternären Gliedes (Abb. 3 (Abb. 440). 
und 4 oder zwei um 90° zedrehte Geschwindig 1) Wittenbauer, F.: a.a. 0. Ss. 273 (Abb. 359). 
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Zur Ermittlung des Beschleunigungs- 
poles der ebenen Systembewegung. 
si der zeiehnerischen Darstellung des Beschleuni 
ıneszustandes eines eben bewegten starren SY 
tms bedient man sieh zweckmäßig des Beschleu- 

sungspoles P, mit dessen Kenntnis aus der ge- 

»benen Beschleunigung eines Systempunktes die 
»oschleunizungen beliebiger Systempunkte einfach 

ı konstruieren sind. Für die Ermittlung des 
les P stehen eine Reihe von Konstruktionen zur 
Verfürung, wobei P im Schnitte von Kreisen oder 
erden gewonnen wird. Da diese Schnitte aber 

eht selten schleiehend sind oder zu einem auf 
ler Zeiehenebene weitab fallenden Pole führen, so 
wird die im folgenden gezeigte einfache Berech 
nınz der Koordinaten des konstruierten Poles P 
erwiünseht sein, die sieh auch konstruktiv verwer 
ten läßt"). 

Dabei wird der häufixz vorliegende Fall voraus 
vesetzt, daß die Beschleunigungen b,. by, zweier 
Systempunkte AB bekannt seien, durch die P ein 


—> 
leutie ‘bestimmt ist. Wird zu b, 4a (Abb. 1) 


Fox, y) 
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Abb. 1. 


lie negative Beschleunigung des Punktes B (— b,; 
> 


« .1,) geometrisch hinzugefügt. so zibt der Vek- 
—_- 
tor dA, = b;p die Beschleunigung der relativen 
bewerune von A zeren B. 
Di bekanntlich 


ba=AP-k, by=BP-k, bp = AB-k, 


o sind die Dreiecke ABP und AA,« gleichsinnig 
ähnlich, woraus für die Koordinaten .r, y des 
Poles P in bezuz auf das in Abb. 1 eingetragene 
\chsenkreuz mit dem Ursprunge in A und mit 
Ib = a die Gleiehungen folgen 





- yzulzz 


Wird beachtet, daß 
AA, bygcosqg. aA, bısing, Ad, =byp. 
‘o ergibt sieh die einfache Darstellung 


r by byr 


= (1). 
a b’yp 
Y b1ıX Dur > 
a b’ yp Es 


bezeichnen Dyx, dDyy die Komponenten von b,. 
Dax» Dpy jene von b, in der X- und Y-Richtune, 
'), Eine andere reehnerische jestimmung des Be 


chlennigungspoles mit Hilfe komplexer Zahlen gab kürz- 
ch ©. Heck, Ing.-Arch. 3, (1932). S. 307. 








schließlich dx D x Dax: by by Day «die 
Komponenten von b,;z. so führt die Auswertung 
des inneren und äußeren Produktes in (1) und (2) 
zu den Formeln 


7 _  baxox by by . 

d bx® by ° u 

4 by bx b ix by N 

d bx® ! by - 
p 





Die Koordinaten .ry lassen sieh aueh einfach 

44, 
d AA, 
daß der Punkt P’ im Sehnitte der dureh A, ge 
zorenen Parallelen zu 4,B mit der Geraden Ib 


konstruieren. Aus der Beziehung folgt. 


vefunden wird: damit ist die Abszisse .r AP’ be 
stimmt. Macht man A, Ay a As. zieht A, Ay AB 
bis zum Schnitte mit A,B, dann ist y Aydı 
PP. 





Abb... 


Die in den Gl. (1) und (2) zewrebene Darstellung 
der Koordinaten .r y liefert unmittelbar die Be 
dinsungen für die Sonderfälle. in denen der Be 
sehleunigungspol P auf der X- bzw. Y-Achse liegt. 
liegt P auf der X-Achse, d. h. soll y verschwin 
den, dann muß gemäß (2): bb ;z Sein, demnach 


Ay 
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Abb. 4. 
Ist by; by. Die oben angegebene Konstruktion für 
P’ eilt dann auch für den Punkt P (Abb. 2). 
liiert P auf der Y-Achse, dann ist zufolze (1) 
weren zZ 0: b;_Lb,r (Abb. 3). 














































Systempunktes 4 
dab 


Bewerun®e auf eiıneı 


Beschleunizung®e «des 


rerehen (b Ja) umd wird vorzesehrieben. 


der Beschleunigzungspol der 


(Geraden G liere (Abb. 4). so kann man nach den 


Beschleunizungen des Systempunktes 


eewähl 


zurehörleen 


B fraxen. Jedem als Beschleunizungspol 


ten Punkte von G entspricht nach Abb. I ein zanz 
bestimmter Punkt .4,: der geometrische Ort aller 
Punkte I, für wandernden Punkt P auf G Jewt 


| 2: 
möglichen Beschleuni 


lıher (die Verteilune den 
neen von B fest. Man tindet leicht. 


u LE a 

Ort ein dureh 1 zelerter Kreis A ist. der jene 
’ınkti l;,. Is» als Endpunkte eines Durch 
messers enthält, welehe den auf der X- und Y 
\ehse velerenen Beschleunizungspolen Px. Pı 


ler Geraden G entsprechen. Hierbei ist nach 


Buchbesprechungen 


«dab «dieser 
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obigem A,y bestimmt dureh den Schnitt der dureh 

B zu P,a zezorenen Parallelen mit de. Ferner 

ist I.dh,y I da und es stimmt der Winkel AA, y A, x 

überein mit dem Winkel %. den die Gerade G 
70 


-) 


mit der X-Achse einschließt. Für % wird G 


die Normale dureh P, zu AB: dann rückt 4A,, 
nach A. und es ist A der über 41A,, als Dureh 
messer beschriebene Kreis. Für % 0) artet der 
Kreis X in die durch die Punkte 44,, zelerte 
Gerade aus. Dem mit „1 zusammenfallenden Punkt 
A, entspricht der unendlieh ferne Punkt von G 
als Beschleunigungspol der in eine Translation aus 
artenden ebenen Systembewezung. 
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BUCHBESPRECHUNGEN 


(Die hier angezeigten Bücher sind dureh die VDI-Buchhandlung Berlin NW 7, 


Dr.-Ine, e. h.. Dr. 


o phil. L. PRANDTL, o. V’rof. 
in «der Universität Göttingen, uml Dipl.-Ing. Dr. 
phil. X. BETZ, a. o. Prof. an der Universität (röt 

‚reebnisse der Aerodvnami 
(“öttineen 


tingen, FE 

schen Versuehsanstalt zu 

Kaiser Wilhelm-Institut Für 
IV. Lieferung. Mit 251 Abb, 
im Text. München u, berlin 


Olılenbourer, 153 S. Preis 


| 


el iedlert dem 

StroOmMUNESTOrsehling 
ind 127 Zahlentafeln 
\Verlae von R. 


"eb, 11.80 M. 
Nach mehrjährigen 


110% 


Pause ist vor kurzer Zeit (lie 
I. Lieferung der Göttinger Versuchsberichte er 
übertrifft an Reiehhaltiekeit sies 
Inhalts fast noch «lie früheren. Bei der allgememen 
\nerkennune, (leren sieh die Arbeiten «der Pramdtl 
Versuchsanstalt in der ganzen Welt er 
erübrigt es sich, irgend 

Wualität der Veröffentlichung zu sagen, 
eljedert sieh wieder in «drei Teile, von 
Versuchseinriehtuneen, 


se iilenen. St 


Betzschen 
etwas ber «(lie 
Der Inhalt 
lenen «der 

namen! 


[reuen. 


ersie einlee nette 
lieh «da l,auftse 
Irıtte ein 
wälhremd in 


hraubenlaboratorium. beschreibt. «der 
keihe von \ersuchsereebnissen 
kurzen Zwisechenstück 
amdlerweiltia as 
tıurbu 


einem 
theoretische Inzwischen sehon 
bemerkuneen zur 
anıdtl sin. 
betreffen \nzahl 
\ufsuehunge von 
vollständieen 


re  ° 
Iuhrliceher erschienene 


I 4 4 » 1} j 
enten >Stromune von 1ı enthaiten 


Die \ersuchsereebnIsse eine 
Netnel ’rotiluntersuchuneen, 
\Widerstamdlszahlen. Messuneen an 


luezeuemeodellen und vieles amıere, 


Jahrbuch für die Gewässerkunde Norddeutsch 


lands. Besondere Mitteilungen. 7. Bi. Nr 1. 
Iber teschwindiekeitsformeln Von 
W. Soldau. Verl: . S. Mittler X Berlin 
1931. 30 8. mit 5 Zahlentafeln und 13 Abb. Preis 
"eh. 6.50 M. 

Ganz auf der Grundlage der älteren „Hydranlik” 
Namen „Geschwimliekeits 
Witerstamdseefälle 
auf Grumd experi 
Formeln 


j 
SNONN. 


wenden hier unter «lem 
formeln’ Gleiehuneen für «as 
in Flußbläufen (Weser um Ems 


aufeestellt. Die 


4 1] . 
menteltel Krmiıtt uneen 
haben (lie (ıvs{ lt 
7 Ir J P 
wober A (den sor, hvilraulisechen Radius. J (las Ge 
fälle umd = «die Gesehwimliekeit bezeiehnen. So 


weit es sieh um »Strömuneen bei eleieher relativen 
Rauheit der Wände handelt. würde «die Ähnlich 
keitstheorie fordern. (lab 427 1, I. Dies ist bei 
‚umimdest annähermt erfüllt. 
aneeeebenen Zahlenwerte 
starker und 


len meisten Formeln 
Im übrieen variieren «lie 
für z. g und 9» in auberordentlieh 
je üübersiehtlicher Weise. 


Ingenieurhaus, zu beziehen.) 


KEIICHI HAYASHI, V’rof. a. d. Kaiserl. Kvushu 
Universität. Tafeln für die Differenzen 
sowie für die Hyvperbel-, 
elliptise hen und ande 
Berlin 10932. 
12 M. 
Der Verfasser ereänzt die Reihe (ler von ihm 
‚um Teil wertvollen Tafeln 
ltuırı h las vorlieeremtde nelle Werk. las vorwleeenid 
zur Erleichterung von Differenzen- um Interpola 
tionsreehnuneen bestimmt ist, Es siml anzeeeben: 
die Koeftizienten der Entwieklunze von Differenzen 
nach Differentialguotienten, «ann «lie 
Beiwerte für Interpolation nach 


» 
Besselschen 


bBesselsehen. 
ren Funktionen \l1'766 =. 
Verlag von Julius Springer. Preis kart. 


bearbeiteten. sehr 


guotienten 
erforderlichen 
Differenzenguotienten. die wiehtieste u 
Funktionen und elliptisehen Normalinteerale. 
Druck umd Ausstattung sim wie bei «len früheren 
\Veröffentlichunzen «des Verfassers (durchaus zweck 
mäbiz umd ansprechend. 


Pr. WILHELM MÜLLER, o. Prof. für Mechanik 
an der Dtsch. Techn. Hochschule zu Prae. Ein 
Yührune in die Theorie der zähen 
"lüssiekeiten. Bid. X der Sammlunze „Mathe 
matik um Ihre Anwenduneen”. Mit 120 Texttie, 
leipzie 10952. Akadem. Verlagßsgesellschaft m.b.H. 
\ 1367 8. Preis geb. 22.80 M. 

Kine auberordentlieh Ärschei 
nune ist dies Lehrbuch «ler Theorie zäher Flüssie 
keiten. «das erste wieder seit «dem heute 
recht veralteten Brillouinsechen Werk von 1907. Der 
Verfasser hat mit eroßer Grünmdliehkeit fast alles 
zusammeneestellt. Inteeralen «der Navieı 
aufeefunden 
der Grund 
nach 


beoerüibenswerte 


sehon 


was an 
Gleiehuneen 
wurde. Sowohl in «ler Entwieklun« 
laeen wie in «der Darstellung (der einzelnen 
versehleilenen Seiten auserelfenden Ergebnisse hat 
er erobes Geschick bewiesen und in zum Teil recht 
selbstämlizer Weise den Stoff neu (durchgearbeitet 
um vielfältig ergänzt. Im letzten Kapitel wirt 
aueh einiees über (lie Navier-Stokesschen  Glei 
Hinauseehende zur Turbulenz (Ähnlieh 
miteeteillt. Das Buch eehört neben 
dem l,ambsehen Werk. «das «lie zähen 
Flüssiekeiten nur anhanesweise behandelt, in die 
Hand eines jeden. der heute in der Hyviromechanik 
wissenschaftlich arbeiten will. 


bisher 


‘ } 
Stokesschen 


ehuneen 
keitst heorie 


eroben 


S, COHN-VOSSEN, \nschan 

Sammlung 
Wissen 
Verlae. 


D. HILBERT ıı. 
liche Geometrie, Bd. 37 der 
„Die Grunidlehren «der Mathemätischen 
schaften“. Berlin 1932. Julius Springer 
VIII #310 S. mit 330 Abb. Preis 25.80 M. 
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Kin sehr schönes Buch, «as allen an der Geo 


etrie Interessierten grobe Frewle bereiten wird. 


x ejbt eine Fülle von Ergebnissen wieder, na 
ontlieh solehe der neueren Forschung aus (den 


ersehledensten Teileebieten der (Geometrie, vor 
om aus der Kurven- und Flächenlehre. «der 


heorie der Polveder und der Kristallstrukturen. 
iniees wenige aus der Kinematik umdl eine Ein 
ıhruna In topologische Kraren. Das Wesen ı+ler 
Vethode. die das Buch verfolet. und auf «lie mit 
yı Ausdruek .„anschauliche” Geometrie hin 
ewiesen werden soll. besteht in folgendem: Die 
\bleitung der einzelnen Ergebnisse wird nieht bis 
den herkömmlichen Ausgangspunkten vollstän 
rer, systematischer Darstellungen zurück geführt. 
somdern es werden je nach dem Gegenstand. von 
"all zu Fall. geeignete plausible Sachverhalte als 
\useangespunkt gewählt. Man kann «dies Ver 
'‘ahren als das «lem der Axiomatik entzegrenge 
setzte bezeiehnen,. Sieher kann für viele ein solcher 
,ehreange äußerst fruchtbar werden, und er wirt 
nanehen zu einem systematischen Studium «ler be 
treffenden Fragen anregen. Besonders hervorzu 
heben ist «lie große Sorgfalt, mit der die Firuren. 
lie in sehr erober Zahl und zuter Ausführung 
beieeeeben sind. entworfen wurden, 


L 


H \RR\ SCHMIDT, Prof. an «der (ewerbehoch 
schule Köthen. Privatdozent an (der Universität 
leipzig. Einführung in die Theorie der 
Welleneleiehung. Verlae Johann Ambrosins 
Barth. Leipzig 1951. VI# 146 8. 16 Figuren im 
lext. 

Kine Ereänzune zu den Lehrbüchern (der kKlassi 
schen mathematischen Physik. wie sie vielen P’hx 
sikern, namentlich auch solehen. die an «der neuen 
Kntwieklune «der Quantenmeehanik interessiert 
sind. willkommen sein wird. Der Verfasser behan 
delt der Reihe nach die Integrale der klassischen 
Wellengeleiehunge im ein-,. zwei- umd dreilimensio 
nalen Kontinuum in eut verständlicher. dureh Aus 
reehnungeen umd Abbildungen unterstützter Lehr 
weise um besprieht in einem kurzen Sehlubab 
schnitt auch die Sehrödinzersche Gleiehune und 
Ihre Lösung für den Fall des Wasserstoffatoms. 


Dr. WILHELM SPANNHAKE, Professor am 
ler Technisch. Hochschule Karlsruhe. Kreisel 
'räderals Pumpen und Turbinen. Erster 
Band: Grundlagen und Grundzüge. Mit 182 Text 
abmldungen. Verlag Julius Springer, Berlin 1931. 
VII +320 S. Preis 29 M. 

Nach einer ausführlichen Einleitung, «die eine 
orzüreliche Darstellune «ler Grundbegriffe (der 
teehnisehen Hydromeehanik bringt. besprieht «der 
\erfasser (die vollbeaufsehläeten Kreiselräder im 
vesechlossenen und offenen Strom sowie «lie mo 
lerne Freistrahlturbine,. Er geht jedesmal aus von 
insehaulichen Beschreibungen der betreffenden 
teehnisehen Anordnungen umd Ausführungsformen 
ind findet «dann einen angemessenen Ausgleich 
"wischen (den elementaren Betrachtungesweisen, wie 
je in der Technik üblich sind. und einer vertieften 
ıvdrodvnamischen Auffassung der Strömungsvor 
zängze, Gerade «diese Verbindung der Ergebnisse 
erstens «ler sog. eimlimensionalen Theorie. 
‘weitens der Ähnliehkeits- und Modellbetraehtun 
ven und drittens «der auf «die hyvdrolynamischen 
Differentialeleiehungen  eegrünteten  Strömungs 
intersuchung ist das Charakteristische des Buches 
um bestimmt auch seinen Wert für «die weitere 
ntwicklung, der nieht unterschätzt werden «darf. 
Ws ist zu hoffen, daß der in Aussicht zestellte 
weite Band auch dem Praktiker zeizen wird. wie 
viel auf dem eingeschlagenen Wege einer wirklich 
'ortsehrittlicehen Theorie gewonnen werien kann. 


Mises. 
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Stud.-Ass. HANS KELLERER, Mathemati 
sche Methoden ın der Eisenbahn 
statistik. (Dissertation) 123 SS. \ltöttinı, 
Obh., Verlar Gr. Kellerer. Preis 4 M. 


Die aus dem Seminar für Wirtschaftsmathema 
tik an der Technischen Hochsehule in Berlin auf 
Anrerung von Professor Timpe entstandene 
Dissertation ist ein sehr wertvoller Beitrax zu dem 
(ebilete der anzewandten Mathematik, für das sieh 
in der neuesten Zeit an versechtedenen Stellen des 
In- umd Auslandes wachsendes Interesse zeigt 
Mathematische Methoden in «ler Behandlunz von 
Wirtschaftsfragen. Auf Probleme (der Massenfabri 
kation sind vor einizen Jahren sehon mathema 
tisch statistische Verfahren in Veröffentliehuneen 
benutzt worden, die aus der Berliner Technischen 
liochsehule hervorzeranzen sind. Kellerer hat 
wohl als Erster in Deutschland das ungeheure sta 
tistische Material der Reichsbahn mathematisch 
statistisch korrekt bearbeitet. Nachdem er im 
ersten Abschnitt EKisenbahn- umd mathematiseh 
statistische Grundberriffe insbesondere Korrela 
tionen in der Kisenbahnstatistik zum Beispiel 
zwisehen Güterversand und Fahrkarten behandelt. 
wendet sieh der zweite Absehnitt den  Stieh 
probenerhebungen zu. IHierbei wird zunächst die 
Auszählung dureh die Schalterdrueckapparate er 
läutert und die sieh daraus ereebenden statisti 
sehen Probleme entwickelt, zum Beispiel: „Wann 
venürt es von mehreren Sehalterdruekern nur 
einen stiehprobenweise auszuzählen?“ Oder: „Wie 
kann «dureh Stiehproben «die durehsehnittliche 
Platzausnutzung festzestellt werden?“ Verfasser 
macht mehrere Vorschläge. die in der Praxis zu 
prüfen wären. Von besonderem Interesse er 
seheint in diesem Abschnitt ein Hinweis auf «he in 
Rußland in neuerer Zeit übliehe Methode «der 
Kisenbahnstatistik. von der aueh der dritte Ah 
sehnitt „Konzentration im Eisenbahnwesen" han 
delt. Seine Ansicht. dab in Rußland weren der 
arrariıschen Struktur des Landes (die Vorbedin 
euneen für «das betreffende Verfahren wünstieer 
simd als in Deutschland. teile ieh: mit dem Ver 
fasser möchte ich es aber auch berrüßen. wenn 
diese Verfahren in «der Güterverkehrsstat'stik ein 
mal ausprobiert würden. Der letzte Abschnitt be 
handelt die Methoden der empiriseh-statistischen 
Konjunkturforsehunge in der Eisenbahnstatistik. 
Als Hauptziel seiner Arbeit bezeiehnet der Ver 


lasser: 


il. den Eisenbahnstatistikern zu zeiren, «ab 
neben dem maschinellen Verfahren aueh mathe 
matische Methoden gut anwendbar, ja teilweis“ 
unentbehrlich sind: 


2, den mathematisch zesehulten Statistikern zu 


zeiven. weleh ein aussiehtsreieches. neues Anwen 
dungszebiet ihre Methoden hier. wie überhaupt 
auf dem Gebiet der Wirtsechaftsmathematik, finden 
können. 


Dieses Hauptziel hat der Verfasser sehr gut er 
reicht umd damit für die EKisenbahnstatistik ein 
Arbeitsgebiet eröffnet. wie es für die Fernsprech 
statistik sehon vor einizen Jahren Rückle und 
".,Pollaezek getan haben, deren Arbeiten dem 
Verfasser vielleieht unbekannt weblieben sind. 


Anmerkung bei der Korrektur: Eine mir gleich 
zeitie mit der Korrekturfahne «dureh Herrn Wil 
lers (Freiberg) zuererangene „Niederschrift über 
die Sitzung des Ausschusses für wissenschaftliche 
Betriebsuntersuchungeen” im Deutschen Braun 
kohlenindustrieverein beriehtet u. a. über einen 
Vortrae des Ber«direktors D. Wolf: .Die 
statistische Methode als Hilfsmittel der Betriebs 
untersuchung in Reparaturwerkstätten.“ 


Leipzig. W, Lorey. 333 
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WILHELM STIEDA, Johann Albreeht 
.uler in seinen Briefen 1766-1790. Ein 
Beitrax zur Geschichte der Kais. Akademie (der 
Wissenschaften in St. Petersburg. Leipzig 1932. 
Verlag S. Hirzel. 43 8. Preis geh. 1,60 M. 


Wenn «dieser Beitrag zur Geschiehte der Kaiser 
Iichen Akademie der Wissenschaften in St. Pe 
tersburg, verfaßt von dem Leipziger National 
ökonomen Wilhelm Stie«da, auch niehts eigent 
ieh Mathematisches brinzt, so erscheint eine An 
zeige in «dieser Zeitschrift doch anzebracht. weil 
ler älteste Sohn Leonhard Eulerss Johann Al 
hreeht Kuler, vielfach allerdines in starker 
\bhänriekeit von seinem Vater, neben astrono 
mischen und meteoroloweischen Arbeiten aueh 
einire aus «lem Interessenkreise «dieser Zeitschrift 
veröffentlicht hat. wie sieh aus dem von 
Stäckel sehr sorefältie  zusammeneestellten 
Verzeiehnis aller seiner Arbeiten ereibt. Viertel 
Jahrssehrift der Naturforsehenden Gesellschaft in 
Zürich. 55. Jahreane 1910. Stäckel hat auch 
das etwas uneünstiee Urteil Jacobis über Jo 
hann Albreeht Euler beriehtigt,. und das tut er 
[reulieherweise aueh Stieda. der Johann Albrecht 
als „eine anziehende Persönlichkeit schildert. als 
einen Hort des Deutsehtums im Auslande unter 
erschwerenden Umständen“. 

Leipzig W. l,orev. 399 


Dr. CLEMENS SCHAEFER, 0. 6. Prof. «der 
’hvsik a, d. Universität Breslau. Einführung 
in dietheoretische Physik in drei Bän 
den. 3. Bd. 1. Teil: Elektrodvynamik und 
Optik. VII + 9188. m. 235 Fig. im Text. 
Berlin u. Leipzie 1992. Verlae Walter (de Gruyter 


& Vo. Preis ee), IE M. 


Unter «len verschierlenen neueren Büchern. «lie 
in «der letzten Zeit sowohl über «las Gesamteebiet 
als auch über Spezialzebiete «ler klassischen theo 
retischen Physik erschienen sind. wird aueh «(ieser 
neue Band der bekannten umd bei Studierentlen 
beliebten Schäfersehen Lehrbücher 
seinen Platz behaupten, ebenso wie «lie bereits 
früher in mehreren Auflagwen erschienenen Pände. 
ls ist (ddas Werk eines P’hvsikers, «der die grobe 
"ülle sowohl der experimentellen Tatsachen, als 
auch der theoretischen Folrerungzen und Erklä 
runeen nach allen Riehtunzen beherrscht. Weni 
ver Wert ist auf Eleranz «der Rechenmethorden 
velert: es könnte an manchen Stellen. z. B, in «ler 
Kristalloptik, die Rechnung abgekürzt werden. 
wenn man sie dureh eine unmittelbare beeriffliche 
Deutun®e «(der vektoriellen Beziehungen ersetzt. 
Der Inhalt umfaßt ıdlas Gesamteebiet der Elektro 
umd Magnetostatik. der Elektrodynamik und «der 
elektromaenetischen Wellen. sowie einen kürzeren 
\briß «der Elektronentheorie, Theorie «der >Strah 
lune umd «der Relativitätstheorie. 


besonders 


Breslau, F. Noether. 341 


Dr.-Ine. H. GRÖBER, o. Prof. a. ıl. Techn. Hoch 
schule Berlin. und Dr.-Ine, Ss. ERK, Rer.-Rat. Mit 
elle d. ’hvs. Teehn. Reiechsanstalt Berlin. Die 
(rundeesetze der Wäirmeübertraä 
eıune /ueleich 2. völlie neubearb. Aufl. des 
Buches: H. Gröber. Die Grundeesetze «ler Wärme 
leittune umd des Wärmeübereangees. \NI 2598. 
m. 113 Textabb. Berlin 1933. Julius Springer Vei 
law, Preis eeb. 22.50 M. 


Das vorlieeende Pueh ist vorwierend für In 
venieure bestimmt. «lie die theoretischen Hilfs 
mittel «dieses weiten Gebiets kennen lernen oder 
ir spezielle Aufgaben unmittelbar übernehme: 
sollen. Die eigentlichen physikalischen Grunid 
laeen treten daher, außer in einieen Tabellen von 


Ii- 


Stoffwerten am Ende «les Buches. sehr zurück. 
Das Buch zerfällt in 3. in ihrem Charakter ver 
sehielenartiee Teile. von «denen «ler erste von 
lem erstrenannten. «lie beiden anderen von «em 
zweiten Verfasser herrühren. Der erste Teil be 
hamdelt die mathematischen Methoden «ler Wärme 
leitung in festen Körpern. wie sie sieh im An 
schlußb an Fouriers Arbeiten allmählich entwickelt 
haben. Der zweite Teil enthält wohl erstmalie in 
l,ehrbuechform die neueren Untersuehuneen über 
Wärmeübereane in strömemden Flüssiekeiten. ver 
bunden mit einem kurzen Abrißb «der Hyidroilvna 
mik. Der kurze (dritte Teil, der die Wärmestrah 
lung behandelt. hat fast nur referierenden Charak 
ter. Die gewählte Form. (die z. B. auch «as 
’laneksche Strahlungsgesetz wie ein nur empi 
rısches «larstellt. dürfte aueh für Inzenieure noch 
nieht  vollbefriedieend sein. Aber im Ganzen 
wird das Buch eine willkommene Ereänzune zu 
den sehon vorhandenen. aber amders eerichteten 
Übersichten über «lieses Gebiet werden. 


Breslau, F. Noether. 341. 


Dr.-Ine. RUTHAÄRD GERMAR. Die Getriebe 
[ür Normedrehzahlen. Neue Rechnungs 
weee umd Hilfstafeln für (den Konstrukteur, Mit 
einem Vorwort von Prof. Dr.-Ing, G, SCHLESIN 
GER. Berlin. Berlin 1932. Julius Springer Verla«. 
6? S, m. 32 Textabb. und 31 Tafeln. Preis kart. 
60 M. 


„Die vorlieerende Arbeit ist aus (dem Geianken 
der Drehzahlnormung herausgzewachsen. len ich 
im AWF-Heft 239 „Wesen und Auswirkung «der 
Drehzahlnormune” ausführlich dargeelert habe“, 
schreibt Sehlesinger in dem beizefürten Vorwort. 
Sie stellt „einen Ausschnitt aus «iesem eroben 
Normungsplan” dar und gilt „als Versuch, die 
erste Einwirkung «lieses Planes auf ein wichtiges 
Teilgebiet zu zeigen und gedanklich zu umreißen“. 
Der Zweek der Arbeit ist. (die „Anorlnunge,. (den 
Aufbau und die Nutzanwendung” «des dezimalgeo 
metrischen Stufungszesetzes für (die Getriebe der 
Drehbewerune von Werkzeurmaschinen darzu 
lesen. In drei Hauptabscehnitten werden «lie ein 
[achen zweiachsieen Getriebe (D. «die «drei- und 
mehrachsieren «dureh Hintereinanderschaltung ent 
standenen Getriebe (ID und die gekoppelten Ge 
triebe (III) behandelt. Der I. Teil befaßt sich aus 
führlieh mit «lem Schieberwlgetriebe. wobei u. Aa. 
die Getriebe mit zeerinester achsialer Breite an 
oereben werden. Weiterhin sind für Stufenschei 
bendurehmesser Berechnungesmörlichkeiten mit Ta 
bellen und auberlem Normungsvorschläge aufge 
stellt worden. Die Bereehnune von Zähnezahlen 
bei eeeebener Zähnezahlsumme und mehreren 
Übersetzungsverhältnissen kann entweder an Hanıl 
einer zu «liesem Zweeke entworfenen Rechentafel 
oder mit Hilfe einer Tabelle ausgeführt werıilen. 
Die Zusammenfassung der einfachen Getriebe 
dureh Hintereinandersehaltune zu menrachsigeen 
(ietrieben für eroße Drehzahlreihen wird im 
Il. Teil an Hand eines „Aufbaunetzes" und eines 
‚Drehzahlbildes” ausführlich behandelt. Das Anf 
baunetz und das Drehzahlbill haben die Aufgabe. 
einen Überbliek und eine unmittelbare Beurteilung 
der Drehzahlverhältnisse eines Getriebes zu ermög 
lichen. Die „doppelt gebundenen“ Getriebe. bei 
denen zwei Räder der mittleren Welle mit je zwei 
Rädern der beiden äußeren Wellen kämmen. sind 
eingehender besprochen. Für die Drehzahlnormung 
ejbt es hierbei nur eine verhältnismäßir zeringe 
\nzahl praktisch brauchbarer Getriebe. Die hier 
überhaupt möglichen Getriebe sind maßstäbliech 
aufgezeichnet worden. Im III. Teil werden (die 
Voreelereeetriebe. (lie (etriebe der „Winmlunes 
form“ und «die der „Kuppertform” und «die mehr 
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sleen vekoppelten Getriebe untersucht. Auch des Terzagrhischen Werkes eerade auf einer tiefe 


er sind (die praktisch in Betracht kommenden 
etriebe aneereben und erörtert worden. 
/usammenfassend ist zu sagen, dab vom Ver 
ser (lie Aufeabe. die er sieh gestellt hat, gelöst 
vorden ist. Dem Konstrukteur kann dieses Buch 
mpfohlen werden. umd es wird ihm stets zute 
Dienste leisten. Die guten Abbildungen tragen 

r zum Verständnis des Buches bei. 

Dresilen. K. A. Flocke 32% 


H. KREY #, Prof. Dr.-Ing. e. h., Oberregierungs 

‚Il Baurat. Erddruck. Erdwiderstand 
ınıd Traerfähiekeit des Baugrundes. 
Gesichtspunkte für die Berechnung. Praktische 
Beispiele umd 118 Krllruektabellen. 4. «dureh 

arbeitete und erweiterte Aufl. von J. EHREN 
BERG. Reeierunges- umd Baurat,. Berlin. Berlin 
193>. Wilh. Ernst & Sohn. 345 SS. m. 25D Abb. 
Preis eeb. 26 M. 


Das Krevsche Stamdardwerk. «las bekanntlich 

ıs einer kurzen Abhandlune entstamden ist. 
vırrdle jetzt. nach «lem Tode (les Verfassers. (dureh 
Mitarbeiter Ehrenbere ereänzt umd her 
\ ıseeereben. 

Da «lie früheren Auflaren «les Werkes in «lieser 
Zeitschrift nieht besprochen wurden. so mag zu- 
nächst der alleemeine Charakter umd Aufbau (es 
Werkes die in «der 4. Autlare eeeenüber ler 
Änderung erfuhren) kurz gewürdigt wer 
len. dis Krevsche Buch stellt sich bewußt auf 
len Standpunkt «des praktischen Ingenieurs un 
stellt daher zunächst die physikalischen Grund 
ıansehauuneen des Gebietes in «der für «die erobe 
Manniefaltiekeit der bautechnischen Probleme er 
[orderlicehen Allgemeinheit «lar. ohne auf die tie 
jeren mineralogisehen, physikalischen umd kKolloidl 
chemisehen  Grumtdlagen Anschauungen 
näher einzurehen. Die erwähnten Grunmdanschau 
uneen werden in dem umfangreichen Abschnitt |] 
lareeleet, umd dabei werden auch «lie vielumstrit 
tenen Widersprüche zwischen «len verschiedenen 
Krdelruektheorien einwandfrei aufgeklärt 
ımıd insbesondere lie Rolle «der Rankineschen 
heorie als Somder- bzw. Grenzfall einer allee 
neineren Anschauung schön beleuchtet. Auch «die 
berriffe des passiven umd aktiven Erddrucks wer 


SeINen 


dieser 


1 
ılteren 


len in erfreulichem Gegensatz zu «dem gröbten 
Feil des umfangreichen Sehrifttums dieses Gegen 
standes klar als Grenzwerte erklärt. Die 


!oleemlen 6  Absehnitte enthalten «die Berech 
ıunesmethoden im einzelnen für eine sehr grobe 
“ülle erd- umd grundbaumeehanischer Probleme. 
wobei außer «den bekannten klassischen Aufeaben 
ich schwierige Fragen. wie z.B. die Berechnun« 
von Pfahlerümdlungen,. Spundwänden. in Dämmen 
eingebetteten Gewölbe Berücksichtieung finden. 
Der VIII. Abschnitt bietet «die unmittelbare experi 
mentelle Bestätieung einieer rechnerisch gewon 
iener Erkenntnisse und zeichnet sich (ebenso wie 
\bsehnitt D «dureh hervorragende Liehtbilder neuer 
laboratoriumsversuche aus.  Absehnitt IN un 
\ bilden gleichsam einen Anhang und bieten ein 
Literaturverzeiehnis und umfangreiche Erdedruck 
tabellen. 

Das Krevsche Werk hat auch neben lem grunil 
ewenmden Buch von Terzarhi seine Geltune be 
nauptet umd wird es zweifellos auch in Zukunft 
tun. Die Erkenntnis, daß «lie engen klassischen 
\nnahmen so insbesondere «lie Annahme eines 
kohäsionslosen Borlens für «lie Lösung zahl 
reicher wiehtiger Aufzaben nieht zulässige sind, ist 
ı «dem Kreyschen Werk in vollem Umfange be 
rüeksiehtiet: «diese Erkenntnis hat auch sehon in 
den älteren Auflagen «les Krevschen Werkes nicht 
anz wefehlt. Während aber (das Schwergewicht 


ren experimentalphvsikalischen Begründung «der 
erweiterten Grundanscehauungeen liegt, lert das 
Werk von Krey das größte Gewieht auf die An 

wendung «dieser Grunmdanschauungeen und damit 
auf «die Lösung einer mörlicehst großen Anzahl 
bautechnischer Probleme auf Grund physikalisch 
wohlerwogener Annahmen mit Hilfe hauptsächlich 
eraphischer umd tabellarischer Methoulen. Die bei 

den Werke ereänzen sieh somit auf das glück 

liehste. wobei noch meisterhafte 
Kinfachheit und Anschaulichkeit der Krevschen 
Darstellunz hervorzehoben werden mag. 

Die neue Auflage ist hauptsächlich im Hin 
blick auf «die Einzelprobleme erweitert. wobei be 
Darstellune der Behandlung 
\ufeaben mit eekrümmten Gleit 
hervoreehoben werden soll. Sehr wert 


besonders die 


somders (lie sehöne 
erdlstäatischer 
flächen 


voll wenn aueh im einzelnen wenieer „ve 
elückt ist auch «die neu hinzueekommene Er 


örterung der Wirkung des Grumlwassers auf das 
Gleichzrewieht von Baugerubensohlen um Bösehun 
een. Das Literaturverzeichnis wurde in «ler vor 
lierenden Neuauflage ganz erheblich erweitert um 
eeeljedert: erweitert wurden auch «die Erddruck 
tabellen. 

So wird das Kreysche Meisterwerk auch in 
seiner neuen Auflage seine Aufeabe,. (dem Bau 
Ingenieur «die nötigen Anhaltspunkte und die er 
wünschten AÄnrerungen für «be 'selbstämdire Be 
herrschung auch schwierieer ertistatischer Auf 
eaxben zu geben. in vollem Maße erfüllen. 


Berlin. P, Nemenvi. 947 


Dott.-Ine. EUGENIO CAMPINI, Construzi 
oni Idrauliche e Idrauliea Teeniea. 
Basi seientitiche \pplieazioni teeniche Stimdi 
speelali. XIV + 710 8. mit ea. 300 Abb. Milano 
1533. Ulrieo Hoepli. 


Das Buch trägt den Untertitel: Basi seientitiche, 
applicazioni teeniche, stwdi speeiali (wissenschaft 
liche Grundlagen, technische Anwendungen, Son 
dersturdien). Beide Titel lassen ein zusammen 
fassendes Werk über Wasserbau umed «essen wissen 
schaftliche Grumdlagen vermuten. Diese Erwar 
tun® wird dureh die Benutzune «es Werkes 
eründliceh geetäuseht. denn es stellt ledielich eine 
lose umd  reeht willkürliche Aneinanderreihung 
von hydraulischen. meteorolo@isehen umd festig 
keitstechnisechen Aufsätzen. von Baubeschreibun 
ven, behördlichen Bestimmungen. Imlustrie 
statistiken. Gutachten. Beschreibungen mal 
Statistiken über Talsperrenunfälle dar, zum Teil 
von Campini, z. T. von anderen Autoren verfaßt 
um fast «lurehwer schon amderwärts veröffent 
licht: sie werden leilielich dureh den einzieen Ge- 
siehtspunkt zusammengehalten, daß sie alle an 
die Interessen der Wasserbauingenieure appel 
lieren möchten. \uch «dureh die Unterteilung 
in 9 Buchteile (I. Statik «der Eingewölbetalsperren. 
ll. Statik (der Druckrohrleitungeen. 111. Hoch 
wäasserwellen umd Staukurven in hydraulischen 
Netzen) wird «die Übersiehtlichkeit kaum wesent 
lich erhöht. «denn in allen Teilen. ganz besonders 
in Buchteil III. timdet man Aufsätze. «lie nichts 
oder wenlie mit dem im Titel angzewebenen Gegen 
stamıl zu tun haben. 

Nieht besser als mit «dem allgemeinen Aufbau 
ist es mit dem Inhalt bestellt. Die rein technischen 
Kinzelheiten mögren hier umd «da anreremd sein, 
wenn sie auch meist nichts wesentlich Neues bie 
ten: «die auf die wissenschaftlichen Grumtdllagen be 
züelichen Aufsätze «lareeen sind zum eroßen Teil 
sehon bei Erscheinen «des Buches eänzlieh über 
holt. Von «den statischen Aufsätzen trifft «lieser 
Vorwurf ganz besonders die „Näherungstheorie“ 





ler Einzewölbe-Talsperre. die (wie der Referent in 
lem Zentralblatt ler Bauverwaltune einzechenil 

t) solehe vereinfachemde Annahmen auf 
weist, (lie schon vor Jahren. z. Zt. (les Erschei 
\rbeit in Zeitschriften. nieht zu recht 
lertiveen waren: heute. nach «den \rbeiten von \ort 
um Westereaanrd. ist die eanze Theorie von Cam 


pini völliv überholt: sie liefert bestenfalls erobe 


\bschätzuneen. in sehr vielen Fällen versaet sie 


“ Ahnlieh unzureiechemd umd unzeit 
emäb Ist aueh «die Statik der Druckrohrleituneen 


el IeIt. wemlestens so weit räumliche \ufenbeı 


race kommen. Von «den hyirodyvnamischen 
\ufsätzen IN1lIssell ANZ hesomders die monlel! 
wissensehaftlichen Betrachtuneen als oberfläch 
i i 4 SOC] irreführenmil. abeelehnt werten. 
je umfangreichen hvedraulischen Abhandlungen, 
lie im Buch enthalten simd. mögzen im übrigen 


manehe  brauehbare Betrachtuneen enthalten. «die 
aber im Wust (des zusammeneetrawenen Materials 
schwer aufzutimlen simtd. 

(Ganz ähnliches alt aueh für «las Billmaterial. 
las «lureh seine Menee um Vielseitiekeit wir 
fimlen sowar das neuerdings freieeleete Schiff von 


Calieula abeebildet 


Imponieren möchte, aber 
‚. T. eher verwirremd wirkt. \bzulehnen ist «lie 
\bh. ?0>?. «da sie eine abweejee Vorstellune von 
Deckwalze bei dem Wassersprung zu er 


der sow, 


wecken 2ereeienet Ist. 


Berlin. P.Nemenvi 347 


Dr. phil. W, FELGENTRAÄEGER, Vberreg.-Rät 
ı. DPD. Feine Wanaveen. Wäeruneen und 
(ewichte, ,. verm. u, umeearb. Aufl von 
Wonstruktion I! | (ebranmch (ler feineren 
| u Berlin 1952. Verla@ Julius Springer, 
\J 308 S, m. 117 Textabb, Preis veh, >26 M. 


as \Werk stellt die ‚weite, sehr vererößerte 
um erümdlich umeearbeitete Auflage (des vom 
Verfasser vor ?5 Jahren herauseerebenen Buches 
„Theorie. Konstruktion und Gebrauch «der feineren 
Hebelwanee" dar, \n der mathematischen 
Theorie hat sieh allerdines verhältnismäßig wenig 
eeämderti: auf leluktivem Weee werden «lie 
Statik um «lie Dvnamik «der Waage behandelt. 
Sehr ausführlich werden (die Einzelteile der Waage 
t. Den Praktiker «lürften 

vereleichende Betrachtuneen wie 
he über (ie Vor- um Nachteile verschietlener 
Balkenformen interessieren. Die Kapitel über «lie 
Schneilen siml nieht mur an umd für sich recht 
lesenswert. somdern sie zeleen auch «lem Theore 
eewöhnliche Theorie «ler Waare ver 

vollstänmdiet werden muß. z. PB. bei der Berück 
Schneidlenabrunmdlunge. Weiterhin 
erfahren wir alles Wissenswerte iiber \hlesevor 
richtungen. Dämpfungseinricehtungen. \rretie 
\useleich kleiner 
\Massenuntersehiedle und über «das Gehäuse. Es ist 


IE’ St hrieben ml diskutieı 
Iınsbesontlere 


ok 


tıker, vo 11 


ht (Y or 
sh um (dei 


runeen. EKinriehtuneen zum 


eine erobe Anzahl von Waaeen beschrieben mit 
über hundert meist vortreffliehen Abbildungen. 
Das Charakteristische ın den verschielenen 


Iypen hat «der Verfasser besonders fein heraus 
vearbeitet,. Der \bsehnitt über die Wäruneen ent- 
hält «die Aufstellune, ‚Justierune, Bestimmune der 
"ehler umd Konstanten der Waaee und «leren 
’rüfune. ferner «lie verschieilenen 
Wieunesmethorden. \hschließen:] sim die (1® 
wiehte umd «deren Hamlhabune beschrieben: «die 
Darstellune leet ein Beweis «dafür ab. «laß «ler 
Verfasser als hervorrawemder VPraktiker in der 
lage war, «diesen an und für sieh spröden Stoff 
Beieefiot sim lie 

wiehtigessten Reduktionstafeln für (die praktischen 
Im zanzen «dürfte «lie Lektüre «des 


SIIIMMMATISEC Te 


sehr eeschiekt zu behandeln. 


Buches jedem nieht zu speziell orientierten Phy 
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siker einen umfassenden wertvollen Einbliek in 
die dların behamdelte Materie vermitteln. 
Potsılam. H. Schmehl. 352. 


H. KAYSER, Prof. d. Phvsik a. d. Univ. Bonn. 


und H. KONEN, Prof. d. Physik a. d. Univ. Bonn. 
Handbueh der S peetroseop le, 8. Bd... 
l. Liefere,. Leipzie 1932. S. Hirzel Verlage. IV + 
hd N. 

Das starke Anschwellen «der spezielle speetro 
skopisehe Daten enthaltenden Literatur verstärkt 
das Bedürfnis nach einem „Nachschlagewerk, das 
in handlieher Weise «die erdrückende Fülle ler 


Kınzelereebnisse siehert. ordnet und die Literatrir 


zusammenfaßt". Es ist daher sehr zu beerülen. da‘) 
in der hier vorliexenden Lieferung, wieder mit den 
lementen beweinnend. 
mit den Buchstaben A bis C anfänet. die Literatur 
Zusammenstellung und -Bearbeitung bis Anfang 
1932 in altzewohnter zuverlässizer und über 
siehtlieher Weise forteeführt wird. 


Berlin. (‘\. v. Simson. 3935 


deren ehemisches Symbol 


Tafel der Viertel-Quadrate aller Zahlen von |] 
bis 200009 zur Erleichterung «des Multiplizierens 
vterstellieer Zahlen. Mit vielen Ratschlären für 
das praktische Rechnen in Handel, Gewerbe und 
Wissenschaft. Zusammengestellt von Prof. Dr. 
J. PLASSMANN. 26 200 Seiten. Leipzie 1939. 
Dr. Max .‚Jäneecke Verlagsbuchhandlunge. Preis 
6.40 MM. 

Gemäß «der Formel (a —+- b)? (a I)? 

ab kann die Multiplikation zweier Zahlen 
mittels einer Tafel der Viertelguadrate erledist 
werden. Mittels «ler vorliegenden Tafel können 
Produkte beliebiger vierstelliver Zahlen zebilidet 
werden. wobei allerdings einige Additionen dureh 
zuführen sind: dafür aber hat man «len Vorteil, 
mit einem kleinen handliehen Büchlein durehzu 
kommen, während «die direkten Multiplikations 
tafeln z. B. von Crelle oder Peters die Mul 
tiplikation nur dreistelliger Zahlen leisten umd «da 
bei einen sehr unanzenehmen Umfang aufweisen. 


Berlin. H. Pollaezek-hbeirineer. 343 


Technische Übungsaufgaben für darstellende Geo- 
metrie, hrsz, v. Dr. ERWIN KRUPPA, o. ö. Prof 
a. d. Techn. Hochseh. in Wien. 2. Mappe. Leipzig 
u. Wien 1933. Franz Deutieke Verlag. Preis 2M. 
jedes einzelne Blatt — .20 M. 

Die ausgezeichneten Übungsaufgaben für «ar 
stellende Geometrie. deren zweites Heft nun vorliegt. 
zeizen die Eigenschaften. die die „Wiener Schule“ 
in «dieser Hinsicht charakterisiert: Theoretisches 
Verständnis, fubend auf allseitizer geometrischer 
\usbildung, vereint mit teehnisch-praktischem 
Können. 

Berlin. H. Pollacezek-Geiringer. 355 


"erner simdl bei «der Sehriftleitune  foleenile 
Bücher eingegangen (ausführliche Besprechung 
bleibt vorbehalten 


Dr.-Ine. K. THALAU. a. 0. Prof. a. d. Teehn. 
Hochsehule Berlin. Leiter d. Stat. Abt. der Deutsch. 
Versuchsanstalt f. Luftfahrt. u. Dr.-Ing. A. TEICH- 
MANN, Assistent in «(der Stat. Abt. «der Deutsch. 
Versuchsanstalt f. Luftfahrt. Aufeaben aus 
ler Fluezeuestatik. Hrse im Auftrage 
der Deutschen Versuchsanstalt für Luftfahrt. E. V., 
Berlin- Adlershof. X] 345 SS. m. W Einzelauf 
eaben. 106 Tabellen umd 291 Textabbillungen. 
Berlin 1953. ‚Julius Springer Verlag. Preis geb. 
>28 M. 
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Dr.-Ine. W. KUNTZE, Ständ. Mitglied u. Prof. 
ı Staatlichen Materialprüfungsamt zu Berlin 
Dahlem. Kohäsionsfestiekeit. 62 N. 
= 77 Abb. Berlin 1932. Julius Springer, ’reis 


art. 11 M. 
SBNST BARTHEL. Einführung in die 


P’ola reeomelil rie, e. wesentl. verh.. BI2, U. 
imoearb. Aufl, der „Polarzeometrie*. X + 179 >. 
a 2) Fie.. einer Tafel u. einem Biklnis. Leipzig 
193>. Univers. Verlae von Rob. Noske. ’reis kart. 
ıM. 
PIERRE DE FERMAT, Bemerkungen zu 
Diophant. Aus «lem, Lateinischen übersetzt 
l mit Anmerkungen herauseereben von Max 
MILLER. Ostwaldl's Klassiker (ler exakten Wissen 
chaften. Bd. 234. 49 8. Leipzig 1932. Akarlem. 
erlaesees, m. b. H. Preis kart. 320 M. 


Handbuch der Experimentalnhysik. Ilrsz. v. 
WW. WIEN # und F. HARMS. unter Mitarbeit von 
H. LENZ. Pd. 4: Hydro- und Aeroılyna 
mik. 4 Teil: Rohre (Offene Gerinne Zähle 
eit. Hrse. v. Ludwie SCHILLER. bearb, v. 
l. SCHILLER, F. EISNER, 8. ERK. VI 
710 8. m. 392 Abh. Leipzie 1932, Akaulem. Verlags 
oesellschaft m. b. I, Preis brosch. 65 M. «eb. 
67 M. 


Dr. ERNST FANTA, a. 0. Prof. a, d. Techn. 
Hochschule in Wien. Die Betriebserund 
‚een der Lebensversicherunege, Kine 
remeinverständliche Darstellung ihrer Teehnik. 
1. Heft von .„Betriebswirtschaft”, Eine Schriften 
ihe. hrse, v. Jul. Zieeler. Wien, 144 S. 1932. Carl 
Heymanns Verlage. Berlin, Österreichischer Wärt 
schaftsverlae, Komm.-Ges, Payer & Co. Wien. 


OSUCAÄR v. MILLER, Erinnerungeenan die 
Internationale Elektrizitäts - Aus 
stellune im Glaspalast zu München 
ı Jahre 1882. Deutsches Museum. Abhanil 
Iuneen um Berichte. 4. Je. 6. H. Berlin 1932, 
\DI-Verlae, =. 153 ISsi m. Abb. Preis ‚so M. 


I 


Bulletin Geotechnical Committee Government 
Railways of Japan. No. 2. Okt. 1952. Publisheil 
bv the Research Office. Government Railwavs of 
Japan. 438 8. japan. + 14 8. engel. Anmerkungen 
ul Zusammenfassung, Mit Abb. im Text. 


DER CHEMIE-INGENIEUR. Kin Handbuch «er 
physikalischen Arbeitsmethoden in chemischen unıl 
erwandten Industriebetrieben. Hrsg. v. \.EUCKEN 
um M, JAKOB. mit einem Geleitwort von F. Ha 
ber. Bi.1: Physikalische Arbeitsprozesse des Be 
triebes. 1. Teil: Hvdrodvnamische Mate 
rialbeweeune. Wärmeschutz uncdl 
Wärmenustausch. Hrsg v. M. Jakob: be 
arb. von M. JAKOB. Berlin, und S. ERK. Berlin. 
NIX + 530 85. m. 287 Fig. im Text. Leipzig 1933. 
\kmlemische Verlaeseesellschaft m. b. H. Preis 
reb. 54 M. 


\, BJERKNES., Prof. a. dd. Univ. Oslo. Research 
\ssoclate des Carneeie Institutes in Washineton. 
J. BJERKNES. Prof. am (eophvs. Institut Ber 
ven. H. SOLBERG, Prof. a. dl. Univ. Oslo. T. BER- 
GERON. wissenschaftl. Berater im norwee, Wetter 
dienst. Physikalische Hvdrodynamik 
mit Anwendung auf die dynamische Meteorologie. 
\VII + 797 8. m. 151 Abb. Berlin 1933 Julius 
Sprineer Verlag. Preis geb. 69 M. 


Dr. V. BJERKNES, Prof. an «(ler Universität 
Oslo. U, A. Bier knes. sein heben unael 
seine Arbeit. \us (dem Norweeisehen Ins 
Deutsche ibertraeen von ;lse WIEGENER 
KÖPPEN. I \ r 218 SS. mit 31 Abb. Il, einem Bill 
nis. Berlin 1933. Julius Springer Verlag. Vreis 
eb, 9,80 MM, 


Pr. LUDWIG BIEBERBACH, 0. V’rof. an (lei 
Univ. Berlin, Mitelied «dl. Preuß. Akad. (dl. Wissen 
schaften. Differentialzreometrie. (Teub 
ners math. Leitf. Bd. 31. vil-+ 14238. m. 8 Fig. 
i. Fext. Leipzie umd Berlin 1952, B. G. Teubner 
Verlae, Preis kart. 6M. 


Dr. PASCUAL JORDAN. Prof. a. «d. Univ, 
kostock. Statistische Mechanik auf quan 
tentheoret Iischer (ır u nılla ve, Bil. 7 dl. 
Sammle. „Die Wissenschaft”, hrse, v W, West 
phal. X + 110 8. Braunsehwei®e 1933. Frieidr, 
Viewer & Sohn Akt.-Les, Preis seh. 6.80 M. zeb. 
S>20.M. | 


Dr. RUDOLF ROTHE. o. Prof. a. ıl. Teehn. 
Hochschule Berlin. Höhere Mathematik für 
Mathematiker. Physiker umd Ingenieure, Teil IT: 
Differentialreehnung®e umd Grumdformeln «ler Inte 
eraleleiehunge nebst Anwemduneen, 4. verb. Autl. 
Teubners Mathem, Leitfäden. Bd. 21.) VI 
201 8. m. 161 Fig. im Text. Leipzig u. Berlin 1932. 
B. (4. Teubner. Preis kart, 5.40 M. 


Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik. 


Hrse. v. dd. Preuß, Akwdlemie «der Wissenschaften. 
Schriftleiter Geore FEIGL. Verlae Walter (de 
(ruvter & Co. Bd. 56, (Jahreane 1950). Somtdler 
heft II: A\rıithmetik und Aleebra. 95. 
Berlin u. Leipzie 1932. Preis 10.80 M. Somderheft 
Ill: Analysis. 290 8. Berlin u. Leipzig 1933. Preis 
32.80 M. 


Dr. ARTHUR MARCH, Prof. für theoretische 
Physik an der Univers. Innsbruck. Kinführune 
indiemoderne \tomphvsik in allgemein 
verständlicher Darstellung, I\ 115 S. m. 34 Abb. 
im Text. Leipzie 1935. Verlae von Johann Am 
brosius Barth. Preis brosech. 6 M. 


Dr. HEINRICH TIMERDING, Prof, a. d. Techn. 


Hochschule Braunschweie. \ufeabensamm 
lune zur Projektiven Geometrie. 


Sammlung Gösehen 1060, Berlin u. Leipzie 1939. 


Walter de Gruyter & Co. 140 S. m. 65 Abb. Preis 
1.62 M. 


NACHRICHTEN 


Gesellschaft für angewandte Mathematik und 
Mechanik. 


Hauptversammlung. 


Die diesjährige Hauptversammlung (ler Gesell 
schaft findet im Rahmen (des neunten Deutschen 
’hysiker- und Mathematikertages in Salzburg 
innerhalb der Zeit vom Sonnta«, dem 3. bis Frei 
tae, dem 8. September 1933 statt. Die Tarunge be 
innt mit einem allgeemeinen Berrüßungsabenil 
ım Sonntag, Hierauf foleen «die Fachsitzuneen 


der Deutschen Physikalischen Gesellschaft, der 
Gesellschaft für technische Physik. (ler Heinrieh 
Hertz-Gesellschaft. der Deutschen Mathematiker 
vereinigung, sowie der Gesellschaft für ange 
wandte Mathematik und Mechanik. Anmellungen 
zu «len Vorträgen (der letzteren siml an «den Vor 
sitzenden oder den  Sehriftführer. Prof. Dr. 
v. Mises, Berlin. Sieemunmdshof 9. zu richten. 

Im Zusammenhang mit «lem Physiker- und 
Mathematikertag® findet auch. ähnlich wie in Prao 


umd Köniesbere, eine Taerunze für Erkenntnislehre 
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der exakten Wissenschaften statt. auf der als 
Hauptthemen behandelt werden: Grundlagen der 
Wahrscheinliehkeitsreehnung. Logische Syntax 
der Sprache. Allgemeine Folgerungen aus der 
Wuantentheorle, 

Für «den Fall. dab die heute 
Schwieriekeiten der Grenzübersehreitune nieht 
reehtzeitie behoben sein sollten. ist eine Ver- 
eeune der Tagrunge nach einem Orte innerhalb des 
X\ussieht eenommen, 


bestehenden 


Deutschen Reiches in 


\erodynamiktagung in Göttingen. 


= 


(öttineen veranstaltete am 6. 
Juni aus Anlaß «des 2djährigen Bestehens 
Wimdkanals für «lie Luftfahrt eine 
Mitelieler der Gesellschaft 
wurden. Eine erobe Zahl der Einge 
erschienen, «darunter auch mehrere 
Vertreten des \uslanıds. Der Vorsitzende. 
Hr. Prandtl, begrüßte «lie Versammlung und 
ab einen kurzen Überbliek über die Anfänge der 
(Göttineer Arbeiten im Interesse ler Luftfahrt. 
die in letzter Linie auf Anregung umd energische 
Werbearbeit des Mathematikers Felix Klein 
zurückeehen. Hr. v. Baumhauer- Amster- 
dam. der «len Vorsitz «der ersten Sitzung über- 
nahm. überbrachte «die Glückwünsche der hol- 
lämdisehen Schwesteranstalt und betonte «die in 
ler eanzen Welt anerkannten Verdienste «ler von 
’ranıltl zeleiteten Göttinger Forsehungsstätten. 
Is foleten mun in «drei Sitzungen «die wissen 


Die Ortsgruppe 
umd 7. 
des ersten 
lawrune. zu der alle 
t ineeladden 
lulenen war 


sehaftliehen Vorträee, an lie sich ausnahmslos 
eine anzereete Diskussion unter großer Beteili 


eune «ler Zuhörer anschlob. 
l,iste «ler Vorträee: 
Diensta®e vormittae, 


Bolennähe. 
einem treibeniden 


J. A\ekeret: Tragflügel in 

WM. Kohler: Luftkräfte an 
Seetlurzeue, 

R. Seiferth: Schwinzungsversuche an 
"luezeuemodell. 

\. Betz: Berechnung von Tragtlügelprotilen. 

J. Stüper: Auftriebsverminderung «dureh den 
Widerstand. 


(), Schrenk: 


einem 


Grenzschiehtabsaurung, 


Dienstae nachmittae. 


WM. Hansen und G, 
schwingeungen. 

H. B. Helmbold: Breittlürelige Propeller. 

H. Reiehardt: Neues Manometer, 


Mesmer: Luftsehrauben 


Mittwoch vormittae., 


\. Busemann: Wirbelverteiluneen 
Knereie, 

H. Mueller: Ausbillune von 
für Talsperren. 
l.. Schiller: Neue 
entstehung, 

l.. Pramdtl: Übersicht über laufende Arbeiten. 
H. Schliehting: Anfachung kleiner Störungen 
bei «der Plattenströmune., 
J. Nikuradse: Versuche zur 

stehune, 


H. Reichardt: 


eeringster 
Drosselklappen 


Versuche zur Turbulenz 


Turbulenzent 
Turbulente Schwankungen, 


Nach «der Nachmittaessitzune am Dienstar fand 
Führunz von Hrn. Pranıdt]l umd Hrn. 
einveehemde Besichtirunge «der Aero 
Ivnamisehen Versuchsanstalt unmd ‚des Kaiser 
\Wilhelm-Instituts für Strömunesforschune statt, 


inter 


i : 
Betz eine 


Die wohlgelungene Veranstaltung, die alle Teil- 
nehmer in jeder Richtung befriedigen mußte, bil 
dete «den schönen Abschluß einer erfolgreichen 
Arbeitsperiode «der Göttinger Forschungsanstalt 
und eröffnet. namentlich im Hinblick auf den 
jetzt sichergestellten Bau eines neuen, ver 
erößerten Windkanals, die Aussicht auf weitere 
Krfolee im Interesse «der Wissenschaft und der 
deutschen Luftfahrt. 


Ortseruppe Berlin. 


Am 19 Mai sprach Hr. Priv.-Dozt. Dr. 
", Weinig-Berlin über die Winkelübertreibung 
von Turbinenschaufeln. 

Am 23. Juni hält Hr. Prof. Dr. Riehard Fuchs 
Berlin einen Vortra@ über das Thema .Zur Be 
rechnung der Auftriebsverteilune bei gerebener 
Trartlüreleestalt“. 


Prarer Miteliesder. 


Am 23. Februar hielt Hr. Dr. D. E. 0] 
schevsky (bisher in Akron) in Prag einen Vor 
trag über Theorie und Prüfung von Propeller- 
schwineungen. 

Am 4. Mai sprach Hr. Ing. Treml über Ge- 
bäudesehwineungen mit besonderer Berücksich- 
tieune von Hochbauten in Erdbebengebieten und 
in Gerenden mit Imdustriebeben. 

Am 1. Juni sprach Hr. Prof. Mack-Prag über 
Zusammensetzune von Drehungen und Schrau- 
bunzen im Raum. 


Vierter internationaler Kongreß für technische 
Mechanik in Cambridge. 


Beschlüssen «les Stockholmer Kon- 
1930 timdet in Cambridge (England) 
vom 3. bis 9, Juli 1934 der IV. inter 
Kongreß für angewandte Mechanik 
Oreanisationskomitee, das aus (len 


Lem) 


(Gemäb (den 
FTESSeS VON 
in der Zeit 
nationale 
statt. Das 


Herren IL. Bairstow. W. S. Farren. C. E. Inglis., 
B. Melvill Jones. R. V. Southwell, G. I. Taylor 
besteht. versendet soeben ein erstes Rund 


schreiben. Es wird «darin vorgeschlagen, die Vor- 
träge in folgende vier Gruppen zu teilen: 1. ratio 
nelle Mechanik einschließlich Schwingungen. 
2, Mechanik der Flüssiekeiten und Gase. 3, Festig- 
keitslehre einschließlich Plastizität. Kristall- 
strukturen usf.. 4. Wellenbewegungen einschließ- 
lieh Stabilität umd Widerstand von Schiffen. Alle 
Anfragen sind zu richten an «as Sekretariat: 
Ith International Congress for Applied Mechanies, 
Kneineeringe Laboratory, Cambridee (England). 


Persönliches. 


\m 29, April verstarb im Alter von 82 Jahren 
Hr. Prof. Dr. Lebreeht Henneberg, der vierzig 
Jahre als Professor der Mechanik an der Techn. 
Hochschule in Darmstadt wirkte. Er ist bekannt 
als Verfasser eines verbreiteten Lehrbuches über 
die Statik starrer Systeme und hat sich besonders 
um «die Fachwerktheorie verdient gemacht, die er 
dureh ein nach ihm benanntes Verfahren der 
Spannungsbereehnung bereicherte, 

\m»0. Mai starb in Leningrad unser Mitarbeiter 
Ss. A. Gersehrorin. Professor für theore- 
tische Mechanik am  Maschinenbauinstitut in 
Leningrad. im 32. Lebensjahr. Er gehörte zu «den 
bewabtesten umd zukunftsreiehsten der jungen 
russischen Mathematiker, «die sich auf «lem Ge- 
biete der angewandten Mathematik und Mechanik 
betätieten. 
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